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Auf diesem Aufgabenblatt bezeichnet A : D C 'H — H immer einen selbstadjungier-
ten Operator und ) — P, dessen Spektralmaf.

1. Eigenprojektor. Beweisen Sie folgende Aussagen:
(i) Aist genau dann ein Eigenwert von A wenn Py # 0.

(i) Wenn A ein Eigenwert ist, dann ist Ppyy der Orthogonalprojektor auf den Eigen-
raum von A zu .

2. Beschrinktheit von A = A*. Beweisen Sie die Aquivalenz der Aussagen (i) und
(ii):

(i) D ="H und A ist beschrénkt.

(ii) Das Spektrum von A ist beschrinkt.

Zeigen Sie ausserdem, dass

IA]} = sup{[z| | = € o(A)}.

3. Analytischer Funktionalkalkiil. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Sei A= A* € L(H) und sei f : U — C analytisch in einer Umgebung U von o(A).
Sei 7y ein Integrationsweg in U N p(A) mit n(y,2) =1 fir z € o(A) und n(y,2) =0

fiir z ¢ U. Zeigen Sie, dass
_ 1[G
f(A) /7 o Adz.

 2mi
(b) Ist og ein isolierter Teil des Spektrums von A und 7 ein Integrationsweg in p(A)
mit n(y,z) =1 fiir z € g und n(vy, z) =0 fir z € 6(A)\op. Dann gilt
1
P, (A) := — [ (z — A) 'dz.
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Die Umlaufszahl n(~, z) gibt an wie oft der Weg v den Punkt 2z im Gegenuhrzeigersinn
umlauft.
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