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Losungen

Aufgabe 1) (7 Punkte) Gegeben seien zwei Matrizen A und B der Grofle n x n. Sei aulerdem
A ein Eigenwert von A. Kreuzen Sie an, welche der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind.
Falsche Antworten fithren innerhalb der Aufgabe zu Punktabzug.

A ist nicht invertierbar <= alle Eigenwerte von A sind 0 wahr (O falsch O
A ist invertierbar <= alle Eigenwerte von A sind # 0 wahr () falsch O
A" ist stets Eigenwert von A™ wahr (O falsch O
Es gilt stets det(—A) = —det A wahr (O falsch O
Es gilt stets det(A + B) = det A + det B wahr (O falsch O
A ist invertierbar == A~! ist Eigenwert von A~! wahr (O falsch O
A™ =0, fir ein m € N <= 0 ist Eigenwert von A wahr (O falsch O
Losung:

i) Falsch. Es reicht ein Nulleigenwert.
ii) Richtig.
iii) Richtig. Ist Az = Az, so auch A™z = \"x
iv) Falsch. Z.B. fir n =2 ist det £ = det —E = 1.
v) Falsch. Z.B. Folgende Matrizen haben Determinante Null, aber ihre Summe ist die

Einheitsmatrix:
00 10
0 1) 00

vi) Richtig. Ist Az = Az so auch z = A=Az und \loz = A1z

vii) Falsch. Ist A™ = 0, so ist der Kern von A nicht 0 und somit 0 ein Eigenwert. Aber eine
Diagonalmatrix mit einem Nulleigenwert ist nicht nilpotent, also gilt die Umkehrung
nicht.

Aufgabe 2) (6 Punkte) Berechnen Sie folgende Zahlen und tragen Sie nur Ihre Losungen in
die Felder ein. (IFy bezeichnet den Korper mit 2 Elementen)

i) Anzahl der Elemente eines n-dimensionalen Raums {iber dem Koérper Fy:

)
ii) Anzahl der invertierbaren 2 x 2 Matrizen tiber F:
)

iii) Anzahl der linearen Abbildungen von Fj nach F7:

iv) Anzahl der bijektiven linearen Abbildungen von F% nach F3:

Losung:

i) Jeder der n Faktoren in der Linearkombination der Basis kann mit 2 Werten versehen
werden, also insgesamt 2" Moglichkeiten. Diese liefern alle verschiedene Vektoren, da
die Darstellung eines Vektors beziiglich einer Basis eindeutig ist.

ii) Ausrechnen: det A = ad —bc = 1 wenn entweder a = d = 1 und bc = 0 (3 Moglichkeiten)
oder b=c =1 und ad = 0 (nochmal drei). Insgesamt also 6.

iii) Ist gleich der Anzahl der n x n-Matrizen, also 2"
iv) Ist gleich der Anzahl der invertierbaren 2 x 2-Matrizen also gleich 6.

Aufgabe 3) (4 Punkte) Beweisen Sie per vollstandiger Induktion fir n > 0

n

> @k+1)=(n+1).

k=0



Losung: Induktionsanfang n = 0: 1 = 1. Induktionsschritt: Angenommen, die Behauptung gilt
fiir n

n+1 n
> @k+1)=> @2k+1)+2n+1)+1=nm+1)"+2n+3=n"+4dn+4= (n+2)’
k=0 k=0

Aufgabe 4) (6 Punkte) Berechnen Sie die Schnittmenge L der beiden Ebenen

3 1 1

FE, = 0 +M12]1+X11 )\1,)\2€R
—8 2 0
13 1 0

Ey = 20 +p [ 3) +p2 | 1 |{p,pe€eR
0 0 —1

Losung: Durch Gleichsetzen erhalten wir das LGS

11 -1 010 1 1 -1 0| 10
21 -3 -1120 ~ 0 -1 -1 —=1| 0 =~
20 0 1718 0o -2 2 1 |-12

1 1 -1 0] 10 1 1 -1 0] 10
0O +1 +1 +1| 0 ~ 0 +1 +1 +1| O
0 -2 2 1 |-12 o 0 4 3 |-12

Die eine Losung ist also

4 -2
3 -1
_3 + A _3
0 4
Die Losung erhalten wir, wenn wir die Losung in £ einsetzen
3 1 1 10 -3
L= 0O l+M@A=-2N)12]+B=XN]|1 = 11 +A1 -5
-8 2 0 0 —4
Als Probe setzen wir nochmal in Fs ein:
13 1 0 10 -3
L= 20 +(=3=3N) 3| +4r| 1 = 11 +A] -5
0 0 —1 0 —4

Aufgabe 5) (6 Punkte)

i) Sei {u,v,w} eine linear unabhéngige Teilmenge eines K-Vektorraums V mit K = R.
Zeigen Sie, dass {u 4+ v,u — v + w,w} ebenfalls linear unabhéngig ist.

ii) Was ist, wenn man dasselbe Problem fiir den Korper K = Fy mit zwei Elementen
betrachtet?

Losung:
i) Wir kénnen die linear unabhéngigen Vektoren u,v,w als Linearkombination der neu-
en Vektoren darstellen. Damit ist der von Ihnen erzeuge Vektorraum gleich und hat

insbesondere die Dimension 3. Daher miissen die drei neuen auch linear unabhéngig
sein.

2u=(u+v)+u—v+w)—w,2v=(u+v)— (u—v+w)+w
ii) In K =F, ist +1 = —1 und somit ist gilt dass der mittlere Vektor
u—vt+w=ut+v+w=(ut+v)+w

von die Summe der beiden anderen ist. Hier sind die drei Vektoren also linear abhéngig.



Aufgabe 6) (9 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte A, A2 und A3 der Matrix

2 2 -1
A= 2 -1 2
-1 2 2

und eine invertierbare Matrix 7" und eine Diagonalmatrix D mit 7 'AT = D.

Charakteristisches Polynom:

A=

)\2:

)\3:

Losung: Charakteristisches Polynom
2=A)(=1=-N2=XN)—4—4—(=1=X)—42-N)—4(2—-X) = =N +3X* -4 -23+9\ =
— A 43N+ 9N - 27T = —(A = 3)’)(\ + 3)

Die Eigenwerte sind also A1 2 = 3, A3 = —3. Eigenraum fiir A = 3:
-1 2 -1
2 -4 2
-1 2 -1
und der Eigenraum hat daher als Basis
1 2
v = 0 , Vg = 1
-1 0
Eigenraum fiir A = —3:
5 2 -1 5 2 —1 3 0 -3
2 2 21 ~122 2|~12 2 2
-1 2 5 4 4 4 00 O
Basis des Eigenraums
1
V3 = -2
1
Es ist also
3 0 O 1 2 1
D=10 3 0 T=10 1 =2
0 0 -3 -1 0 1

Aufgabe 7) (6 Punkte) Sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass (P(M),N) eine Halbgruppe ist.
Ist sie auch eine Gruppe?
Losung: Seien A, B,C C M
i) Es gilt AN B € P(M), also ist eine Abbildung P(M) x P(M) — P(M) gegeben.
ii) Es ist offensichtlich AN (BN C) = (AN B) N C und damit ist die Gruppenaktion
assoziativ. Mit diesen Punkten ist (P(M),N) eine Halbgruppe.



iii) Esist M NA=ANM = A und somit ist M das neutrale Element.
iv) Es gibt im Allgemeinen kein Inverses, da fiir alle A gilt AN B C A und dies nur fiir
A = B = M gleich dem neutralen Element sein kann. Es ist also keine Gruppe.

Aufgabe 8) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass 1 und i eine Basis von C als R-Vektorraum sind.
Bestimmen Sie die Matrix der Abbildung f: C — C, f(z) = z/(1 +1) iiber R bzgl. der Basis
{1,i}.
Losung:
i) Fir A\,u € Rist A+ pui = 0 genau dann, wenn A = p = 0. Offensichtlich kann jede
Komplexe Zahl in der Form darstellt werden.
ii) Fiir a +10b ist
a+ib (a+ib)(1—-1) 1
1+i 2 -2
Die Matrix ist also

(a+b+i(b—a))



