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Modulpriifung in der
Linearen Algebra und Analytischen Geometrie 1

Name, Vorname Matrikelnummer Studiengang

Hier austfiillen!

Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: keine

e Mobiltelefone miissen wihrend der gesamten Klausur komplett ausgeschaltet und so verstaut

sein, dass sie nicht sichtbar sind.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig!
e Bitte beschriften Sie alle Blédtter zur Abgabe mit IThrem Namen!

e Fiir die Aufgaben 6 und 7 muss der Losungsweg mitangegeben werden! Ansonsten sind die

Ergebnisse der Aufgaben 1 bis 5 in die dafiir vorgesehenen Késtchen einzutragen.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich bis Ende April vor dem Biiro von Prof. Kiihnel
(Raum V57.7.348) bekanntgegeben.

VIEL ERFOLG!

EINE NUTZLICHE DEFINITION DER VORLESUNG:

Die Adjunkte der n x n-Matrix A = (a;;) ist die n x n-Matrix

(=D)ALl (D> MAx| oo (1) An|
adjA — (=)' Ap|  (—1)*TAg| - (=1)""?| AL
(=DM A (=1 Ag] - (=1)"T" Apy]

wobei |Aj|, 4,7 = 1,...,n, die Determinante des (ji)-ten Kofaktors von A ist. Der (ji)-te Kofaktor

entsteht durch das Streichen der j-ten Zeile und ¢-ten Spalte von A.
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Aufgabe 1 (3 Punkte)

(a) Definieren Sie im nachfolgenden Késtchen den Begriff des Figenwertes einer n x n-Matrix A

iiber dem Korper K.

Eine Zahl A € K heifit ein Eigenwert von A genau dann, wenn es einen Vektor v € K™ mit
v# 0 und Av = lv gibt.

(b) Definieren Sie im nachfolgenden Késtchen den Begriff der Basis fiir einen Vektorraum V' iiber

einem Korper K.

Eine Menge B € V heifit eine Basis von V' genau dann, wenn B linear unabhiingig ist und

den Vektorraum V' aufspannt.

(c) Geben Sie im Kistchen einen R-Vektorraum an, der keine endliche Basis besitzt.

Rlz], der Vektorraum der Polynome iiber R.

Aufgabe 2 (7 Punkte) Es sei die reelle 3 x 3-Matrix

5 4 7
A = 1 0 —1
-7 —4 =5

gegeben. Geben Sie in den folgenden Késtchen das charakteristische Polynom y4(A), die Menge A

der reellen Eigenwerte und die Menge W € R3 der reellen Eigenvektoren von A an.

1
xa(A) = =A(\? + 16), A = {0}, W =qt-| =3 [|teRt#0
1

HiNwEIS: Eine Probe der Ergebnisse kann sinnvoll sein!
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Aufgabe 3 (6 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Determinante der folgenden reellen 5 x 5-Matrix:

21 111
12111
A = 11211 Thre Antwort: det(A) = 6
111 21
1111 2

HinweEis: Vereinfachen Sie die Matrix A durch Spalten- und Zeilenoperationen!

2 11 3 -1 -1
(b) Invertieren Sie die Matrix B := 1 2 1 |.Ihr Ergebnis: B~!= % -1 3 -1
11 2 -1 -1 3

Aufgabe 4 (5 Punkte) Es sei V' ein R-Vektorraum mit geordneter Basis B = {b, bo,b3} und W ein
R-Vektorraum mit geordneter Basis C = {¢y, ¢2, 3, ¢4 }. Beziiglich B und C ist die lineare Abbildung
L:V — W gegeben durch die Matrizenmultiplikation

; 1 -3 —1 ;
Ul |1 -2 -3 Ul
2 5 —1 2 2
E 3 -1 3 E

(a) Geben Sie im nachfolgenden Kistchen die Matrix M (C, B) an, die L darstellt beziiglich der

-1 -3 -1
~ -1 -2 2

geordneten Basen B = {—by, by, by + by — b3} und C: . )
-3 -1 -1

HINWEIS: Es gilt L(b;) = Xj_ a5¢; fiir i = 1,2,3, wobei (aj;) die oben angegebene (4 x 3)-Matrix

bezeichnet.

(b) Geben Sie im folgenden Kistchen die Transformationsmatrix Mg, (B, B) an, welche idy darstellt

-1 0 —1
beziiglich der geordneten Basen B und B: 01 1
00 —1
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Aufgabe 5 (5 Punkte)
Es seien die reelle 4 x 3-Matrix A und ein Vektor b € R* gegeben durch

3 =3 -2 —2

o 2 =2 =3 o 3

A= 5 1 —6 und b:= 18

-4 0 2 —-10
(a) Geben Sie im folgenden Kistchen den Rang rg(A) der Matrix A an. rg(A) =3
(b) Berechnen Sie auch den Rang der erweiterten 4 x 4-Matrix (Ab). rg(Alb) =3

c) Ist das lineare Gleichungssystem Az = b mit = € R® 16sbar, ja oder nein? Thre Antwort: Ja!
gssy: y )

Aufgabe 6 (6 Punkte) Es bezeichne R[z] den Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten.

Im diesem Vektorraum R[z| seien die Polynome Py, P, P, usw. definiert durch
P, = x4 2k —1)2?! fir keN und Py = .

Dann ist offenbar fiir jedes n € N durch B, := { P, | i = 0,1,...,n } eine (n + 1)-elementige

Teilmenge von R[x| gegben.

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion nach n, dass B, fiir jedes n € N eine Menge linear unabhéngi-

ger Vektoren in R|z] ist.

Aufgabe 7 (8 Punkte)
Sei V' ein endlichdimensionaler(!) K -Vektorraum und B : V' — V eine lineare Abbildung. Fiir k£ € N

bezeichnet B* : V — V die k-fache Hintereinanderausfiihrung von B. Beweisen Sie:
(a) Fiir jedes k € N gilt Ker(B*) € Ker(B*™') und Im(B*) 2 Im(B*!) .
(b) Aus Ker(B*) = Ker(B**1) folgt Ker(B*) = Ker(B**!) fiir alle [ € N.
(c) Es existiert ein n € N, so dass Ker(B") = Ker(B*) fiir alle k € N mit k > n.

(d) Es existiert ein n € N, so dass Im(B") = Im(B*) fiir alle k¥ € N mit k > n.

BEACHTE: Ker(A) bezeichnet den Kern einer linearen Abbildung A, und Im(A) ist das Bild von A.

HiNnweEls: Ein Beweis der Teilaufgaben (b), (c) und (d) benutzt jeweils die vorherige Aussage. Falls
Sie eine Aussage nicht bewiesen haben, dann kénnen Sie diese als wahr voraussetzen und mit dem

Beweis fortfahren.









