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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1:
Charakterisieren Sie eine glatte Losung u des Minimierungsproblems

u(1)2+/0xu/(x)2+u(:c)da: —  min

durch eine Differentialgleichung mit Randbedingung und bestimmen Sie u explizit.
Hinweis:
Beachten Sie, dass Testfunktionen v an den Randpunkten x = 0 und = = 1 nicht eingeschrankt

sind.
Begriinden Sie, dass aus ¢(1)v(1) + fol Yv = 0 Vv sowohl 1) = 0 als auch (1) = 0 folgt.

Losung: (Klaus Hollig)
quadratische Form

Storung mit glatten Funktionen v
Q(u + tv) = const +t |:2u(1)’l}(1) + Z/xu'v' + /v} + O(t?)

Minimum bei u

0= (%Q(u+tv)) =[.

|t=0

partielle Integration

0 = {2(u(1) + v/ ())v(1)} + /(—2(%')' + v
withle v mit (1) =0 ({...} =0) =
—2(zu') +1=0

wéhle v mit v(1) #0 =
2(u(l) +u'(1)) =0

allgemeine Losung der Differentialgleichung
' =x/24+c¢ — U =1/24+c/r — u=z/24+cIn|x]+c

u glatt = ¢, =0
Randbedingung =— ¢, = —1



Aufgabe 2:
Losen Sie das Randwertproblem

_% (exp(x) %u(;ﬁ)) —1, w(0)=u(l)=0,

und charakterisieren Sie die Losung mit Hilfe eines Minimierungsproblems.

Hinweis:

Priifen Sie in umgekehrter Richtung, ob das von Thnen gewéhlte Minimierungsproblem
tatsdchlich auf das angegebene Randwertproblem fiihrt.

Losung: ()



Aufgabe 3:
Schreiben Sie ein Programm, das das Minimierungsproblem

%/O (1+2) (w(x))’ d:c—/o (@) dz — min, u(0) = u(1) = 0,

numerisch mit Hut-Funktionen der Gitterweite h als Finite Elemente 16st. Plotten Sie den
Fehler zu der exakten Losung u(zx) = —z + In(1 4 2)/In2 an den Gitterpunkten = = kh.
Hinweis:

Da die Hut—Funktionen By, k = 1,...,1/h — 1, nur auf zwei benachbarten Gitterintervallen
[kh — h, kh + h] ungleich Null sind, ist die Ritz—Galerkin—-Matrix tridiagonal.

Losung: (Alexander Kniehl)
Schreibe Minimierungsproblem um:

1
a(u,v) = / (14 z)u'v' dx
0

l(v):/olvd:c

Dann gilt mit der Hutfunktion B;: u, = ZzN:h1 u; B;

Fiir den Diagonaleintrag gilt:

1
a(B;, B;) = / (1+ x)B;B. dx
0

1 th+1
= ﬁ/ (1 + SL’) dx

h—h

Fiir die Nebendiagonale gilt:

1 ih+h
G,(Bi, Bi+1) = ——/ (1 -+ ZL‘) dx

ih
11
= -7 — - — —
2 h
Fiir die Rechte Seite gilt (Flédcheninhalt des Dreiecks):
ih+h
ih—h
Damit hat das zu 16sende DGL die Form:
242 31 :
3 1 2 51
R 45 N !
—3—n 6+t5 3 U= |h
2,1 4
“wta o h



Listing 1: fem.m

function fem (h)

% Aufgabe 3 FEM WS 08/09
% h in (0,1)

% Gebiet: (0,1) in Schritte aufgeteilt mit Schrittweite h

S =1/h+1; % S Auswertungspunkte
= linspace (0,1,S);

[=nnd

% Rechte Seite

b = ones(S,1)xh;

% Randwerte

b(1)=0; b(S)=0;

% Aufbau der Matrix

A=diag ([1,[2:S—=1]*2+2/h,1]);

A=Atdiag ([0, —[2:S—-2]—1/2—1/h,0] ,1)+diag ([0, —[2:S—2]—1/2—1/h,0] , —1);

% LGS lisen

x = A\b;

% exakte Liosung

ex = —t+log(l+t)/log(2);
% Fehlerplot

f = abs(x—ex’);
plot(t,f);



Aufgabe 4:
Bestimmen Sie die Finite-Elemente-Approximation des Randwertproblems

—u" +u=1z u(0)=u(r)=0,
bzgl. der Basis sin(x), . .., sin(nz).

Hinweis:
Nutzen Sie die Orthogonalitéit der Basisfunktionen und ihrer Ableitungen:

/ sin(jz) sin(kx) dx = / cos(jx) cos(kx) dx = géﬂg
0 0

fiir 0 < g, k.

Losung: (Emine Kaygisiz)
/ﬂ (—ut(x) + u(z)) v(zx)dr = /ﬂ xv(x)dx
0 0
fiir alle v € H} ([0, 7]). Mit partieller Integration folgt
/ﬂ u'v' () + u(z)v(x)de = /ﬂ zv(z)dx
0 0

fiir alle v € H} ([0, 71]). Setzt man u(x) := >, _, ursin(kz) und v(z) := sin(lz) so folgt

l/ cos(lx) Z ugk cos(kx)dx + / Zuk sin(kzx) sin(lz)dz = / xsin(lx)dx
0 P 0 0

k=1

leuk/ cos(lx)cos(k:x)derZuk/ sin(kx)sin(lx)dx:/ xsin(lz)dz
k=1 Nl k=1 O ARl

J

~~ ~~ ~~

=501k =50k :(—1);+17r
-1 +1
T (142) = ST
2
2(—1)H1
L2
1121



Ubungsblatt 2

Aufgabe 5:
Fiir radialsymmetrische Losungen u(r), 0 < r? = 2% + 23 < 1 auf der Einheitskreisscheibe hat
das Poisson-Problem die Form

—(ru"Y =rf(r), u(l)=0.

Geben Sie die zugehorigen Variationsgleichungen und das entsprechende Minimimierungspro-
blem an und bestimmen Sie fiir f(r) = r* die Matrix und die rechte Seite des Ritz—Galerkin—
Systems fiir die Basisfunktionen By(r) = (1 —r?)r*, k=0,...,n.

Losung: ()



Aufgabe 6:
Fiir welche o € R ist Ar®, r = (22 + -+ + 22)"/2, auf der m-dimensionalen
D: r<l1

a) integrierbar b) quadratisch integrierbar?

Hinweis: 0,1 = x,/r.

Losung: (Oliver Zeeb)

AT‘X:A(:E%+$§+---+$3”)%:Z—(x%+x§+...+xfn)%

"9 [or* Or | a1 T

= ala —2)r* . fo +ar® QZ 1
1=1 i=1
:7"2 =m

a) Fiir welche « ist Ar® integrierbar?

\Oz(a—2+m)|/D”r°‘2}éoo

Vorfaktor unwichtig, betrachte nur das Integral:

1 1
/ ’r“_2’ dridxy - - - dx, = / ro=2pm=ldr = / ro=3tmy
D 0 0

(beachte Funktionaldeterminante ™! im m-Dimensionalen)

fol ro3tmdr < oo fiir a — 3+ m > —1, also folgt:

a>2—m

Einheitskugel



b) Fiir welche a ist Ar® quadratisch integrierbar?
!
la(a — 2+ m)\Q/ ‘7’0"2}2 < 00
D

Vorfaktor unwichtig, betrachte nur das Integral:

1 1
/ }r“’ﬂz dryds - - - dx, = / (ra’2)2 rmdr = / r2etm=5q,
D 0 0

(beachte Funktionaldeterminante 7™~ im m-Dimensionalen)

fol r2etm=Sdr < oo fiir 20 + m — 5 > —1, also folgt:

m
s
@ 2



Aufgabe T7:

Bestimmen Sie die Riesz-Darstellung v = R des Funktionals A(u) = u(0) im Raum Hj(—1,1)
bzgl. des Skalarproduktes (u,v) = f_ll v (z)v(z) dx.

Hinweis: Die Ableitung der gesuchten Funktion v € H}(—1,1) besitzt einen Sprung bei 0.

Berticksichtigen Sie dies, indem Sie das Skalarprodukt auf den Teilintervallen (—1,0) und (0, 1)
separat partiell integrieren.

Losung: (Kerstin Konnerth)
Es gilt:

u(0) = fjl o' (x)'(x)de  Yu € Hi(—1,1)
Mit partieller Integration erhélt man:
:—fluv + [uv]® fouv + [uv']}
Wiihle nun v” = 0 auf (-1,0) und auf (0,1). Damit folgt:
w(0) = u(0)v'(07) — u(0)v'(07) = w(0)(v'(07) — 2'(07)), somit muss gelten:
v'(07) —2/(07) = 1, d.h. der Sprung ist von der Grifle 1.
Somit erhélt man fiir v":

, )12 xe(-1,0)
YT 212 zeo)

Dawv € Hj(—1,1), muss v(—1) = v(1) = 0 sein, also:

fz/241/2  ze(-1,0)
T a2 012 we(01)

10



Aufgabe 8:
Bestimmen Sie Elliptizitatskonstanten fiir die Bilinearform

a(u,v) = // 20,0, — UgVy — UyU, + 2uyv,
D
im Raum H} (D) bzgl. der Norm | - |;.

Losung;: ()

11



Ubungsblatt 3

Aufgabe 9:
Beschreiben Sie, wie ein lineares Gleichungssystem Au = f fiir eine symmetrische Matrix A
mit positiven Eigenwerten \; < --- < A, durch eine Fixpunktiteration gelost werden kann.

Versuchen Sie dabei moglichst schnelle Konvergenz zu erzielen.

Hinweis: Verfahren Sie analog wie im Beweis des Satzes von Lax—Milgram. Die Konvergenzrate
héngt von den Eigenwerten ab. Sie ist optimal, wenn der Spektralradius Iterationsmatrix am
kleinsten ist.

Losung: (Emine Kaygisiz)
AU=F < U=U+w(F—-AU)=SU +R, mit S = E —wAund R = wF.

Seien Aq,..., A, mit 0 < A\ < ... < A, Eigenwerte von A, dann sind 1 — wXq,...,1 — wA,
Eigenwerte von S. Diese Eigenwerte liegen im Intervall [1 — w),,, 1 — wAq].
Opimale Konvergenzrate:

1—wh=—(1—-w\) &w= 2

Xn—A1
moglich ist w = ﬁ, dann liegen die Figenwerte von S im Intervall [O, — :\\—i] U

12



Aufgabe 10:
Zeigen Sie, dass die quadratische Form

1
Q(u) :/ u'(2)? +u(r)nzdr — u(1/2)
0
ein eindeutiges Minimum u € H}(0,1) besitzt.

Hinweis: Verifizieren Sie die Voraussetzungen des Satzes von Lax—Milgram. Wihlen Sie dazu
eine geeignete Bilinearform und ein geeignetes lineares Funktional. Benutzen Sie, dass fiir u €
Hg(0,1), u(z) = [; u'(y) dy.

Losung: (Alexander Kniehl)

Q) - /0 o (2)s + u(@)in(z)de — u(%)
Dann gilt:

1
a(u,v) = 2/ u'v'dx
0
! 1
o) = —/ o(e)in(z)dz +o(3)
0
Zeige zuerst Stetigkeit von A(v):

Av) = v(l) — [ v(z)in(x)dx
2 0

/0 ' o()in(z)dz
)|+ el V2

0(5)

-+

<

Benutze folgende Eigenschaft:

Damit gilt:

1
wﬂs/vmswm
2 0

Insgesamt:
Aw) < [Wllg + llvlly v2 < 2v2 ol

Zeige nun, dass a elliptisch ist.
Zuerst Beschranktheit von a:

1
la(u,v)| =2 / u'v'dx
0

1 1
/ u'dx / v'dx
0 0

< 2] llg 1Vl
< 2|fully [[olly

<2

13



Nun noch die Elliptizitat.
Benutze:

nmmg“léw@mﬂys(Al(éﬂmwﬁoim)Q

1
s/w@@smm
0

Damit gilt:
2 2 2 2
lully = flullo + w1y < 2[1w'lly = alu, u)

14



Aufgabe 11:
Berechnen Sie fiir das Dreieck mit den Eckpunkten

(0,0), (2,0), (1,3)
die Beitrdge zur Ritz—Galerkin-Matrix fiir Hut-Funktionen.

Hinweis: Fiir die drei Hut-Funktionen B;, B;, By, die auf dem Dreieck 7" nicht Null sind, ist
Jpgrad By, grad By, m,m' € {i,j, k} zu berechnen.

Losung: (Oliver Zeeb)
Ecken des Dreiecks:

b1 = (070)7 b2 = (270)7 b3 = (173)
Allgemeine Taylorentwicklung:
fy) = f(x) +grad f(z)(y — =) + R

Wir approximieren mit Hutfunktionen (d.h. lineare Funktionen), also R = 0 und f(y) — f(z) =
(1,1). Bestimme grad f(z) aus dem LGS:

grad f(z)(y —=z) = f(y) — f(z) = (1,1)
z.B. fur die Ecke p; = (0,0):
0—2 0—-1 -2 -1
grad By - (p1 — pa, p1 — p3) = grad By (0 0 0— 3) = grad B, ( 0 _3) =(1,1)
P
—.p

Invertieren von P, liefert:

_ 1 -3 1 1 1
grad By = (1L)P7 = (1,1) = ( 0 —2) B (_57—6)

Entsprechend berechnet man grad Bs und grad Bs fiir die anderen beiden Ecken:

1 1 1
grad By = (5, —6) i grad By = (O, g)

Eintrége der Ritz-Galerkin-Matrix (allgemein: g;; = [ pgrad B; grad B;)

/ 1 1 1 1 / 3 ) )
g = =)=z, ) = | === area(D) ==
7276 276)  Jois T 18 LT

~ = ~ = =

grad B grad B
Die anderen Eintriage entsprechend berechnen:

2 1 5 1

J12 = — 353 9132—6; 92226; 923:—6; 933:§

3 )
Die Ritz-Galerkin-Matrix ist symmetrisch:
5 _2 _1
6 3 6
_ 2 5

G=|-3 & %

1 1 1

6 6 3

15



Aufgabe 12:

Driicken Sie die Lo-Norm einer bivariaten Hut—Funktion durch die Fliacheninhalte der Dreiecke
ihres Trigers aus. Welches Ergebnis erhalten Sie, wenn der Trager aus 6 gleichseitigen Dreiecken
besteht?

Hinweis: Transformieren Sie die Dreiecke jeweils auf ein Standarddreieck.

Losung: (Emine Kaygisiz)

T = Ax+b, wobei b =p und A = (¢ — p|r — p).

Fiir ein Dreieck gilt
/ / )2 di = / / det ) dx

det(A

1—x1
= det(A / / SL’% dxo dxq

2area(T)

1 ro=1—x1
= 2area(T )/ [ xg] dxy
o |3

—[.] :

1
= éarea(T).

Daher gilt fiir die Lo-Norm einer bivariaten Hut-Funktion

EHQ = Z éarea(T)

0

T~T

wobel 7 ~ r < 1 ist ein Knoten des Dreiecks 7 .

Falls der Tréager aus 6 gleichseitigen Dreiecken mit Seitenlinge a besteht, folgt mit

area(r) = L2a?

1 3
6 Z éarea(T) = %az.

T

16



Ubungsblatt 4

Aufgabe 13:

Schreiben Sie Programm [T, P| = refine(t,p), das eine Triangulierung verfeinert, indem alle
Dreiecke in 4 kongruente Dreiecke unterteilt werden. Dabei ist p bzw. P eine Liste der Eckpunkte
und ¢ bzw. T" eine Liste der Punktindizes fiir die Dreiecke.

Hinweis: In den Punktlisten p und P sollen keine Punkte doppelt auftreten.
Losung: (Eva Steinbrenner)

function [T,P]= refine(t,p)
clf
hold on

%Einlesen der Dimension
1t = size(t,1);
lp = size(p,1);

%Index zur Nummerierung der Punkte
pn=lp;

% Definieren einer diinnbesetzten Matrix

% enthdlt spédter als Eintrdge die Punktnummer zwischen Zeile und Spalten
% z.B: e(1,2)=4 bedeutet, dass zwischen den (bereits bekannten)

% Punkten 1 und 2 der neue Punkt 4 liegt

e=spalloc(3%*1lp,3*lp,3*1t);

%Initialisieren von T und P
P=p;
T=[1;

%Starte Schleife iiber alle Dreiecke
for k=1:1t
pk=[t (k,:),t(k,1)]

%Starte Schleife iiber alle Punkte (des Dreiecks)

for m=1:3
if (e(pk(m+1),pk(m))==0)
pn=pn+1;

e(pk(m+1) ,pk(m))=pn;
end
% Berechnen der neuen Punkt-Koordinaten
P=[P; (p(pk(m), :)+p(pk(m+1),:))/2];
end

% Die neuen Dreiecks-Punkte werden der Liste hinzugefiigt

% die ersten 3 Dreiecke werden wie folgt gebildet:

% ausgehend von einer Ecke A werden in Richtung der beiden
% anderen Ecken die beiden nichstliegenden Punkte

17



% zum Dreieck hinzugefiigt
% Das letzte Dreieck besteht dann aus den 3 neuberechneten Punkten
T=[T;
pk(1), e(pk(2),pk(1)), e(pk(4),pk(3));
pk(2), e(pk(3),pk(2)), e(pk(2),pk(1));
pk(3), e(pk(4),pk(3)), e(pk(3),pk(2));
e(pk(2),pk(1)), e(pk(3),pk(2)), e(pk(4),pk(3));
1;

end

% Zum Plotten wird schliefllich die Variable z definiert,
% um die Dreiecke darzustellen
for j=1:size(T,1)
z=[P(T(j,1),:); P(T(j,2),:);P(T(j,3),:);P(T(j,1),:)]1’;
plot(z(1,:),z(2,:));
end

hold off

18



Aufgabe 14:
Bestimmen Sie die Eintrage der Ritz—Galerkin-Matrix mit Hut-Funktionen und Nullrandbe-
dingungen fiir die abgebildete regulire Triangulierung.

Hinweis: Verwenden Sie die geometrische Konstruktion des Gradienten einer Hut-Funktion
(Richtung und Lénge lassen sich ohne Rechnung angeben).

Losung: ()

19



Aufgabe 15:
Betrachten Sie die Iteration U — V =1+ SU mit

Vie = 1+ (Wj—1 e + Ujp—1 + Ui +ujp)/4, 0<j,k<n,
mit den Randwerten u;; = 0 fiir j,k € {0,n}. Zeigen Sie, dass
u;, = sin(oyg) sin(fk), na/m,nf/me{l,...,n—1},

Eigenvektoren von S (V = A, gU) sind, und bestimmen Sie die Konvergenzrate der Iteration
in Abhéngigkeit von n.

Hinweis: Verwenden Sie das Additionstheorem
sin(s £¢) =sinscost £ sint cos s
und bestimmen Sie den maximalen Eigenwert.

Losung: (Alexander Kniehl)

u;, = sin(aj)sin(fk), na/m,np/m € {1,...,n—1}

Setze diese Definition nun ein:
(S)ik = (Uj1k + Ujk-1 + Uik + ujpr1)/4, 0 < gk <n
Als Beispiel wird u;_; , und w41 5 eingesetzt. Die Anderen beiden gehen analog:

Uik + Ui = sin(aj — a)sin(Bk) + sin(aj + a)sin(Gk)
= sin(Bk)[sin(aj)cos(a) — sin(a)cos(aj) + sin(aj)cos(a) + sin(a)cos(ayj)]
= sin(Bk)sin(aj)[2cos(a)]

Damit gilt nun

(9)jk = uj7k%(cos(oz) + cos(f3))

Somit: .
Aajg = i(cos(oz) + cos(3))

Konvergenzrate o(A) = {|A| : A Eigenwert von S }
Nach Voraussetzung gilt: 0 < o, 8 < 7
Da cos bei kn, k € Z den grofiten Wert annimmt, gilt:

max(Na.,g) = %(003(%) + cos(%)) = cos(%)

20



Aufgabe 16:

Bestimmen Sie fiir eine Triangulierung eines einfach zusammenhéngenden polygonalen ebenen
Gebietes mit ¢ Dreiecken und v Eckpunkten die Dimension d(t,v,n) der stetigen stiickweisen
Polynome vom totalen Grad < n. Welches Ergebnis erhalten Sie fiir eine reguldre Triangulierung
eines Quadrates, bestehend aus 2m? gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecken?

Hinweis: Zahlen Sie die zu der Triangulierung gehorenden Lagrange-Funktionen, die aufgrund
ihrer Interpolationseigenschaft eine Basis bilden. Verwenden Sie die Euler—Formel t —e+v =1
mit e der Kantenzahl.

Losung: (Mirjam Trinkle)

Die Polynome haben den totalen Grad n. Damit miissen ( Werte vorgegeben werden,
um das Polynom auf einem Dreieck zu bestimmen. Also sind Lagrangefunktionen eindeutig
bestimmt durch Werte auf einem Dreiecksgitter (siehe Grafik). Damit werden zum Beispiel fiir

n—2|—2)

n = 2 sechs, fiir n = 3 zehn und fiir n = 4 fiinfzehn Knoten benétigt.

Man hat auf einer Triangulierung soviele Basisfunktionen wie Knoten. Damit entspricht die
Dimension der Anzahl der Knoten.

Sei t die Anzahl der Dreiecke und v die Anzahl der Eckpunkte. Mie der Euler-Formel erhélt
man also auch die Anzahl e der Kanten

t—e+tv=1e=t+v—1.
Somit kann man die Anzahl der Knoten K bestimmen:

e Die Eckpunkte v sind jeweils Knoten
e Pro Kante sind auf der ,,Kantenmitten“ n — 1 Knoten

e Im inneren eines Dreiecks befinden sich
1
1+24+..+(n—-2)= 5(n—2)(n—2+1)

Knoten
Aufsummiert ergibt sich:
K—=uv+eln— 1)+%t(n—2)(n—1)
:v—i—(t—i—v—1)(n—1)+%(n2—3n+2)
:v—i—tn—t+vn—v—n+1—|—%n2— gtn—i—t

+t 2 lt +1
=uvn+-_n"—<tn—n
2 2

21



Fiir ein Quadrat mit 2m? Dreiecken gilt dann ¢ = 2m?, v = (m + 1)2. Daraus folgt:
K=(m+1?*n+m’n*>—m’n—n+1

=m?n®+2mn +1

= (mn +1)*

22



Ubungsblatt 5

Aufgabe 17:
Schreiben Sie ein Programm, das die Lagrange-Funktion zum Punkt

Q= Z%P(y,:) (Z k, = n)

des Simplex’ mit Ecken P(v,:) € R? an einem Punkt X auswertet.

Hinweis: Schreiben Sie ein rekursives Programm, indem Sie einen geeigneten Linearfaktor (Quo-
tient von Determinanten) von der Lagrange-Funktion abspalten und so sukzessive den Grad n
der Lagrange-Funktion reduzieren.

Losung: (Eva Steinbrenner)
function L =lagrange (x,p,k)

n = sum(k);
dim = size(p,1);

if n==
L=1;

else
[km,m] = max(k);
px = p;
px(m(1),:) = x;
pk = p;

pk(m(1),:) = kxp/n;

k(m(1)) = k(m(1))-1;

P ((n-1)*p+ones(size(p,1),1)*p(m(1),:))/n;

L = lagrange(x,p,k)*det([px,ones(dim,1)])/det([pk,ones(dim,1)]);

end

23



Aufgabe 18:
Zeigen Sie, dass die bilineare isoparametrische Transformation das Einheitsquadrates auf ein
Viereck genau dann bijektiv ist, wenn das Viereck konvex ist.

Hinweis: Benutzen Sie im konvexen Fall, dass das Viereck die disjunkte Vereinigung der Bilder
der Geradensegmente [0,1] x {x2}, 0 < x5 < 1, ist. Zeigen Sie, dass im nicht-konvexen Fall
Bildpunkte der Abbildung auflerhalb des Vierecks liegen.

Losung: (Emine Kaygisiz)

2 é” .

Falls das Viereck nicht konvex ist, dann liegen Bildpunkte von ¢ auflerhalb des Vierecks, dann
hétten aber genau diese Punkte keine Urbilder. Siehe Abbildung.

¥

—

Punkte auf dem roten Segment haben keine Urbilder.

2 <:77:

Angenommen das Viereck ist konvex. Die Abbildung ¢ ist nach Definition surjektiv.

Wir zeigen: ¢(z1, 22) = ¢(Z1,Z2) = (21, 22) = (Z1, T2)

Das Viereck kann auch als disjunkte Vereinigung von x1- bzw. zo-Koordinatenlinien geschreiben
werden, d.h.

e((0,1°) = [J l1,10,1]) mit (a1, [0, 1)) N (1, [0,1]) = 0
z1€[0,1]
bzw.
2 . 8
()0([0’ 1] ) = U @([Oa 1] ,l‘g) mit @([Oa 1],l‘2) N @([Oa 1],l‘2) =0
z2€[0,1]
Sei also @(z1,72) = @(Z1,T2). Dann liegen @(z1,x9) und ¢(Z,72) auf der gleichen xo-

Koordinatenlinie. = x5 = Z5. Noch zu zeigen xy = ¥,. Ware x; # 71, d.h.

¥ ( 1 2)
(mleQ) (fl;\i"z) M P\ T, T

N4 N4

dann wiirden (x1, z3),(Z1, T2) auf unterschiedlichen x;-Koordinatenlinien liegen, d.h.

_—a gPlm 72)
(%; 5U2) (@; j2)

<

Widerspruch.
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Aufgabe 19:
Zeigen Sie die Abschétzung
lu — uply < hluls

fiir den Fehler eines stiickweise linearen Interpolanten u;, einer Funktion w € H?(0,1).

Hinweis: Nach dem Mittelwertsatz gibt es in jedem Intervall Dy = kh + [0, k] einen Punkt xy
mit u'(zy) — u),(xr) = 0. Nutzen Sie dies aus, um zunéchst ka |u" — w},| abzuschéitzen (u), ist
auf Dy, eine Konstante, die beim Ableiten wegfillt).

Losung: (Mirjam Trénkle)
Um den Fehler eines linearen Interpolanten wu;, einer Funktion v zu bestimmen, betrachten wir
zunéchst das Quadrat der Differenz:

kh % (k+tDh
D

u— up|? = Z/ v — u)|*dt
ko Dk

Mit dem Mittelwertsatz (vgl. Grafik) folgt dann

t 2
YDk |y

dt
Da uy, stiickweise linear ist, gilt uj; = 0.

Wenn man den Betrag in das Integral zieht und das Integrationsinterval vergroflert, gilt

<], ()

Das zweite Integral ist nun nicht mehr von ¢ abhéngig.

Zusétzlich folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

2
1/2 1/2
k Dk Dk Dk
T —— ——

hl/2
_ h22/ |ul/|2
i Dk

= h?|ul3

Durch Wurzelziehen folgt dann
u—uply < hluls
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Aufgabe 20:
Bestimmen Sie die Werte d" = (dj, ..., d") der n-ten Ableitung des uniformen B-Splines b".

Hinweis: Differenzieren Sie die Rekursion fiir die Ableitung von ™.

Losung: (Mirjam Trankle)
Fiir die uniformen B-Splines gilt die Rekursionsformel

d

%b”(a:) =v"Ha) =" o —1), b(0)=0, b°(x):char. Funktion auf [0,1].

Fiir n = 0 ist d° = 1.

Firn =1 ist

—b(z) = b(x) — O (x — 1)
Damit ist d' = (1, —1).

Firn =2 ist

2
%bQ(x) = % (b'(z) = b'(z = 1)) =0"(z) — 20°(x — 1) + b°(z — 2)

Damit ist d* = (1, —2,1).

Man erkennt das Pascalsche Dreieck mit alternierenden Koeffizienten.

Allgemein gilt also

Somit ist d' = (—=1)"(").
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 21:
Zeigen Sie, dass sich ein B-Spline mit Hilfe von abgebrochenen Potenzen darstellen ldsst:

nlg:l <n+1)(az—k¢)i

mit z; = max(z,0).

Hinweis: Verwenden Sie Induktion bzgl. des Grades n und zeigen Sie mit Hilfe der Rekursion
fiir die Ableitung der B-Splines, dass die Ableitung beider Seiten iibereinstimmt.

Losung: (Alexander Kniehl)

Zu zeigen:
n+1
) = & § (-1 (e -
Definition 2% :

n 2" 2>0
2=
0  sonst

Induktionsanfang (n = 0):

0 <0
) — (-1 =<X1 0<z<1
0 »>1

Induktionsschritt (n — n + 1):

d n+2 N
d—Rechte Seite = 12 < ) )(az—k)+

keZ

%Linke Seite = b"(z) — b"(x — 1)

— a0 ("= e (M - e

‘g k<n+1> (x—k)2+;;::(—1)’“<2j1) (2 — k)
12 <n+2)(az—k)i
ke
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Aufgabe 22:
Bestimmen Sie die Polynomsegmente des 2-periodischen Cardinal-Splines p(xz) =

Zkez(_l)ka(fc — k).

Hinweis: Verwenden Sie die tabellierten Werte der Taylor-Koeffizienten der Polynom-Segmente
des quadratischen B-Splines.

Losung: (Mirjam Trinkle)

Das Polynom ist 2-periodisch. Wir betrachten also das Interval [0,2] und bestimmen fiir dieses
das Polynom p.

Fiir die Ableitungen gilt:

plz) = Y (=DM (z k)

Ple) = Y (DR e —k) =) (1) (z—k-1)

durch Indexverschiebung (k — k£ — 1) und Zusammenfiigen der Summen folgt

= 2) (—D)"'(x — k)

keZ

p'(x) = 42 Vo (z — k)

kEZ

Durch eine Punktprobe am Punkt x = 0 erhalten wir 3 Werte und damit das Polynom p(z) =
ax?® + bx + c. In der Grafik sehen wir, welche Werte die zu betrachtenden B-Splines haben.

b, b2, b3 b

[ V]
—
[ X=K
[ R
no

o
o
2

p(0) = b25(0) = b%,(0) =0 =
p(0) = 2(=b;(0)) =-2=b
p(0)" = 4(b(0)) =4 =2a

Damit ergibt sich unser Polynom als

p(z) =22 — 22 ,z€[0,1]
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Allgemein kann man erkennen, dass
p(z) = (1) 2 —k)* = 2(x — k) @€ [kk+1]

gilt.
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Aufgabe 23:
Schreiben Sie ein Programm, das fiir ein Polynom p(z) = >"""  p;a* vom Grad < n die Koeffi-
zienten ¢, = ».7_ a;k? der B-Splines (- — k) berechnet.

Hinweis: Schreiben Sie das Polynom in der Form ), d¢(x—¢)™ und benutzen Sie die Marsden-
Identitét. Verwenden Sie die Programme polyval und polyfit.

Losung: (Alexander Kniehl)
Schreibe p(t) um:

p(O) =Y pa’ =3 difa =iy

Benutze dafiir:

(m)z; =’
= (n)y; = (x —3)"
Mp = Nd

M
N

Im Programm wird y := Mp mit Hilfe von polyval ausgerechnet
Auflerdem gilt nun:

(=)' =) (k+1—i)...(k+n—i)b"(x—Fk)

Somit:

Berechne b,, mit Hilfe von poly fit.
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Listing 2: koeff.m
function [c¢] = koeff(p,n)
%p polynomkoeffizienten , wvektor;
x = linspace(0,n,n+1);
y = polyval(p,x);

% Initialisierung Matrizen
N = zeros(n+1,n+1);
psi = zeros(n+1,n+1);

% FErzeuge Hilfsvektoren
hl = [-n—1:n+1];
h2 = [n:2xn+1];

% Baue Hilfsmatrizen

for I = 0:n
% N=
%0 —1-2-3
% 1 0 —1 -2
% 2 1 0 —1
% 3 2 1 0
N(:,I+1) = hl ([n+2-1:2%xn+2-11]);
% psi =
%3 0 0 0
% 4 8 0 0
%5 4 3 0
%6 5 4 3
psi(I+1:n+1,141) = h2([1:n+1-1]);

end

% Berechnung der endgiiltigen Matrizen
psi = tril(factorial (psi))./factorial (tril(N));

N = N."(ones(n+1,n+1)*n);
% Lose

a = inv(N)xy’;

7z = psi x a;

¢ = polyfit(x,z’ ,n);

end
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Aufgabe 24:
Welches Polynom wird durch den Cardinal-Spline Y, k%b*(- — k) dargestellt?

Hinweis: Verwenden Sie die Marsden-Identitit und stellen Sie k? als Linearkombination der
Funktionen ¢} (s), s =0, 1,2, dar.

Losung: (Oliver Zeeb)
Berechnen der ¢-Funktionen:

Y20) = (k+1)(k +2) = k* + 3k + 2
) =(k+1-1)(k+2-1) =k +k
WA2) = (k+1-2)(k+2—-2) =k —k

Im Hinweis war angegeben, dass man k% durch die ¢)-Funktionen darstellen soll. Man erkennt,
dass man dabei 97(0) nicht verwenden darf, da man den konstanten Faktor +2 mit (1) und
¥?2(2) nicht wieder wegbekommt. =

1
B =5 (vR(1) + ¥i(2))
Mit dieser Identitét ergibt sich fiir den gegebenen Cardinal Spline

STRBC - k) =35 () + @) B = 5 SRR + 3 S v

k

Anwenden der Marsden-Identitat liefert:

%(x —1)%+ %(:p —2)?

Diesen Term ausmultiplizieren liefert das gesuchte Polynom:

5
p(x):x2—3x+§
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Ubungsblatt 7

Aufgabe 25:

Schreiben Sie ein Programm ¢ = sub_div(c,n), das fiir einen Kardinal-Spline ), ¢;0"(- — k)
einen Subdivisionsschritt durchfiihrt.

Losung: (Alexander Kniehl)

Listing 3: sub_div.m
function [c]=sub_div(c,n)

d=c(ones (1,2),:);

c=c (1)’

for I=1:n
c=0.5%([c,0]+[0,c]);
c=c(2:end—1);

end
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Aufgabe 26:
Zeigen Sie fiir die Skalarprodukte s}, d} uniformer B-Splines vom Grad n und deren Ableitun-
gen, dass

a) stg:l b) deZ:O

Hinweis:
Benutzen Sie, dass die B-Splines eine Partition der Eins bilden und das [, b"(x) dz = 1.

Losung: (Alexander Kniehl)
Definitionen:
=" (n+ 14k =)
dp_y = h71<2*52 11 Sp_ ll 1~ S 11+1)
Dann gilt:
Sopsp =5, 0" (n+ 1+ k)
=3 SV (n+ 1+ k—y)b"(y)dy
b (y—k)
= [0 (y) X by — k)dy =
AuBerdem:
> dp :Zk (2*5’”1_52%_5“1)

DA stk 1 stk;%)
=0
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Aufgabe 27:

Bestimmen Sie fiir die Tensorprodukt-B-Splines b?0,0 4 it

a)n=(1,1) b)n=(21)

c)n=(2,2)
die Werte an den Punkten (z1,%5)/2, x, € Z.

Losung: (Oliver Zeeb)
bgg,ld)rji):l(xh L) = 0" (z1) - 0™ (22)
a)n=(1,1)=

By = '(a1) - b (a2)
Formel 3.4 angewendet liefert:

(210%(z1) 4+ (2 = 1) (21 — 1)) - (220" (22) + (2 — 22)0° (22 — 1))

Beachten auf welchen Intervallen die B-Splines leben:

b°(z;1) und °(z4) leben auf dem Intervall [0, 1); b°(z; —1) und 8° (x5 — 1) leben auf dem Intervall
[1,2) Also lisst sich der Ausdruck schreiben als:

T, fir x, € [0,1) [z, fir x5 € [0,1)
bloo)(T1,72) = 42— 2y fiir g €[1,2) -2~y filr 25 € [1,2)
0 sonst 0 sonst
Anschaulich ergibt sich:
0
L A A
2
1
1
2 A .
0 1 1
1 1
0 2 1 5 0
Dabei gilt: A = % 1=

iundo:l-lzl.
byn=(2,1)=

bt = V(1) - b (2)

35



Diese beiden B-Splines lassen sich wiederum durch (zweimaliges) Anwenden der Formel 3.4
umformen auf:

3-1‘1

(% (218" (21) + (2 = 2)b (21 = 1)) + == (22 = DV ar — 1) + (3 — 2t (21 — 2)))

. (ZL‘QbO(ZL‘Q) + (2 — l‘g)bo(l‘g — 1))

Wenn man sich wie oben iiberlegt, auf welchen Intervallen die B-Splines leben, ergibt sich:

2
o fiir z; € [0, 1
2 9 3 . ! [ ) T, fiir Ty € [0, 1)
2,1) —x{+3x; — 5 fiir , € [1,2) )
byt (X1, 22) =< o “92—xy fiir xp € [1,2)
(0,0),1 O _3r,+ 2 fir x; € [2,3)
2 L2 ! ' 0 sonst
0 sonst,
Dies lasst sich wieder anschaulich darstellen:
0
1
2| 2 N .
1
1
2[ o - .
00 i 1 é 1 i 0
8 2 4 2 8
wobel A = 1z, 0=20=1.
c)n=(2,2) ie in Aufgabenteil b) ergibt sich:
%%, fir x, € 0,1) %5, fir x5 € 0,1)
2,2) —x} 430 — 2 fira €[1,2) | —a3+3x,—3 firz, €[1,2)
b(ovo) (@1, 22) = 9 L2 9 . ©\ 2 9 .
w 3 —=3r+5  firz €[2,3) | F -3+ 5 fiir ay € [2,3)

0 sonst 0 sonst
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AR S .
s %

%, O AN O
N %

%— O O O

1 1 1

O() 1 1 3 1

8 2 4 8
i[]=2L1 =23 -9 -1
wobei I = 7,0 = o5, A = 5, X = 7.
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Aufgabe 28:
Berechnen Sie die Ritz-Galerkin-Integrale

/ grad by , grad by,
fiir bivariate Tensorprodukt-B-Splines vom Grad n = (1, 1).

Hinweis: Benutzen Sie die tabellierten Werte fiir die Skalarprodukte univariater B-Splines und
deren Ableitungen.

Losung: (Kerstin Konnerth)

grad b3 (z) = bF (1)b}, (22)

Damit folgt:

/ grad bg}ll) grad bg},;l)(x)dx
Z/[bil(%)b/z(@ﬂm (6], (z1)by, (%2)]a, + [by, (1), (22)]as [b], (21)by, (22)] 2y dw1des

:/bk1 (.ﬁl}l),b}m (1‘2) . bll (.Il)/bllQ (Ig)dl‘ldl’g + /bllgl (l’1>bk2 (1’2)/ . blll (l’l)bb (l’z)/dﬂfldl’z

_ 11 1 1 1
- d]ﬂ,h ' Skg*lg + dkg*lg : Sklfll

8(=2-2+42.2) firk=1
={ -1 fir k=14 (1,0) A k=1=+(0,1)
-1 fir k =1— (1,1),

wobei im letzten Schritt die tabellierten Werte fiir die Skalarprodukte univariater B-Splines
und deren Ableitungen verwendet wurden.
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Ubungsblatt 8

Aufgabe 29:
Stellen Sie das Polynom (z; — 1)z als Linearkombination bivariater kubischer Tensorprodukt-
B-Splines dar.

Hinweis: Nutzen Sie die Produktform des Polynoms.

Losung: (Mirjam Trénkle)
Mit der Marsden Identitat fiir n = 3 erhalt man

(o= 0" = alt (5~ k)

keZ

mit qp(t) = h3(k + 1 —t/h)(k+2 —t/h)(k + 3 — t/h). Durch Ableiten nach ¢ und mit ¢ = 0
ergibt sich
—32% = 3 (=3K2h% — 12kh% — 11R%)Y° (% - k;) .
keZ
Also ist

11
@2(ke) = K°h% - ARR® + 1.

Nochmaliges Ableiten der Gleichung und ¢ = 1 eingesetzt liefert
x
6(x — 1) = > (6kh+ 120 — 6)1° (7 — k).
(w1 =3 ) (;

Daher ist

Wir haben also eine bivariate kubische Tensorprodukt-B-Spline Darstellung unseres Polynoms
gefunden.

p(z1,22) = q1 (k1) g2 (k2)b” (% — k:) .
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Aufgabe 30:
Bestimmen Sie fiir die Ellipse F : 22 +4y? = 1 das Liniensegment, entlang dessen die Distanz-
funktion zum Rand einen Grat hat.

Hinweis: Aus Symmetriegriinden hat das Liniensegment die Form [—a, a] x {0}. Es besteht aus
Schnittpunkten von Normalenvektoren gegeniiberliegender Halften der Ellipse.

Losung: (Emine Kaygisiz)
Die parametrisierte Darstellung der Ellipse lautet:

cft) = (ggfg&) . telo,2q].

Es gilt 6 = %, wobei k die Kriimmung von ¢ an der Stelle ¢ = 0 ist. Benutze Formel

_ det(é(t), #(1))
)

0= (3oi) 50 = (Chinth)

2

K(t)

Rechnung liefert:

(t) = det(¢c(t), é(t)) 1 1
et 2 (sin(t)? + icos(t)2)%
0= % =2 (sm(())2 + 3005(0)2) ’ = i

Somit folgt
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Aufgabe 31:

Schreiben Sie ein Programm rfct(w, operation, w1, w2), das eine Rvachev-Operation implemen-
tiert. Sowohl die Input-Funktionen als auch die Output-Funktion w sind dabei als m-files ge-
speichert.

Hinweis: Niitzliche MATLAB-Befehle sind switch, strcat, fprintf, fopen und fclose.

Losung: (Alexander Kniehl)

Listing 4: rfct.m

function rfct (w,operation ,wl,w2)

wf = strcat (w,’.m’);

fid = fopen (wf, 'w’);

fprintf(fid , "function._.z=%s (x,y)\n’ ,w);
fprintf(fid , "zl=feval (*"%s’’ ,x,y);\n’ ,wl);
fprintf(fid , 'z2=feval (> "%s’ 7’ ,x,y);\n’ ,w2);

switch operation
case ’‘intersection
fprintf(fid , z=z1422—sqrt (z1."2422.72);\n’);
case ’‘union’
fprintf(fid , z=z1+2z2+sqrt (z1."2+22.72);\n");
case ’'complement’
fprintf(fid , z==z1\n");

Y

end
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Aufgabe 32:

Bestimmen Sie fiir bilineare WEB-Splines die Erweiterungskoeffizienten e; ; fiir Indizes j, die
zu dem Bereich I(j) benachbart sind.

Hinweis: Man kann 7(j) = {0,1}? annehmen. Aus Symmetriegriinden sind dann nur die Félle
j=1(2,1) und 7 = (2,2) zu betrachten.

Losung: (Eva Steinbrenner)

Berechnet man nun e;; fiir die gesuchten Kombinationen ¢ = (0,0), ¢ = (1,1) und j = (2,1),
J = (2,2) erhilt man folgende Ergebnisse:

e(0,0)(2,1):m'0f1:0
2—1 2-1
0ne =Ty g
2—-0 1-0
nen =T g T
2—-0 2-0
e(1,1)(2,2)——1_0~—1_O:4
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Ubungsblatt 9

Aufgabe 33:(Christian Apprich)
Zeigen Sie, dass die Erweiterungskoeffizienten e; ; der Web-Splines ganzzahlig sind.

Hinweis: Aufgrund der Produktform geniigt es, Lagrange-Polynome in einer Verédnderlichen zu
betrachten. Stellen Sie die auftretenden Produkte von Briichen mit Hilfe von Binomialkoeffizi-
enten dar.

Losung: (Emine Kaygisiz)

Halte v fest, schreibe das innere Produkt aus

j—1 j—l—i+l+1 j—l—i+l—1 j—l-n
i—1 i l—i+l+l i—l—i+l—1 i—l-n

Zusammenfassen ergibt

7 =1 jg—1+1 J—i—1 J—1l—n

7 —1 I -1 i—l—n
j—1)! i—1 i j—i1—1)! _ifj—i—1
:(if(lj)!(j)fi)!:(z—l) =(=1)Hr 1(l+n7(7:7)!(j7l)7n71)!:(71)l+n ()

Also kann man die Koeffizienten schreiben als

- g =\ (o —i—1
i = -1 ly4+n—i, [ Jv v v v c7
€ UHl( ) <z’,, - ly) (lu tn— z)
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Aufgabe 34:
Bestimmen Sie die Dimension des hierarchischen Splineraums fiir

Dy =10,27"% k=0,...,m,
ho =27 (o > 0) und Grad n = (1,1).

Losung;: ()
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Aufgabe 35:
Schreiben Sie ein Programm, dass einen Schritt U — V' der Jacobi-Iteration fiir das Ritz-
Galerkin—System GU = F' durchfiihrt. Die Matrix G soll dabei als 4-dimensionaler Bereich

G(l:m,1:m,1:2xn+1,1:2%xn+1)
gespeichert sein, wobei n den B-Spline-Grad bezeichnet.

Hinweis: Beachten Sie, dass G(:,:,n + 1,n + 1) die Diagonale der Matrix représentiert. Fiillen
Sie U(1 : m,1 : m) in geeigneter Weise mit Nullen auf, um den Iterationsschritt effizient
durchfiithren zu konnen.

Losung: (Eva Steinbrenner)
Berechnet wird ein Iterationsschritt der Jacobi-Iteration

V=U-D'GU+D'F=(E-D'G)U+ D 'F.

function V=jacobi(G,F,U,n,m)
Dinv=1./G(:,:,n+1,n+1);

M=Dinv_mal_G(Dinv,G,n,m);
L=eins_minus_M(M,n,m);
Vi=L_mal_U(L,n,m);

V2=Dinv*F;
V=V1+V2;
end

function E=Dinv_mal_G(Dinv,G,n,m)
for I1=1:m
for I2=1:m
E(I1,I2,:,:)=D(I1,I2).*%G(I1,I2,:,:);
end
end
end

function M=eins_minus_M(M,n,m)
M(:,:,n+1,n+1)=ones(n+1,n+1)-M(:,:,n+1,n+1);
end

function E=L_mal_U(L,U,n,m)
E=zeros(m,m)
for I1=1:m
for I2=1:m
for J1=1:2n+1
for J2=1:
E(I1,I2)=E(I1,I2)+L(I1,I2,J1,J2)*xU(J1+I1-1,J2+I2-1)
end

45



end
end
end
end
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Aufgabe 36:

Wie viele Operationen werden bei Vernachlissigung von Termen der Ordnung O(m?) mit m? der
Anzahl der Gitterzellen fiir das Aufstellen der Ritz—Galerkin—Matrix des Poisson—-Problems fiir
bivariate gewichtete B-Splines vom Grad n benétigt, wenn die Gewichtsfunktion ebenfalls als

Spline vom Grad n dargestellt wird? Nehmen Sie dabei an, dass die Integration einer Funktion
f iiber eine Gitterzelle h(¢ + [0, 1]*) durch

P

>l + )

v=1

realisiert wird mit vorab berechneten Koeffizienten ¢, .
Hinweis: Versuchen Sie, moglichst viele benotigte Ausdriicke vorab zu berechnen.

Losung: ()
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Ubungsblatt 10

Aufgabe 37:
Bestimmen Sie fir Q: 0 < z1,290 < 1, 29 < :1:% und bilineare B-Splines b, mit Gitterweite 1
Integrationsgewichte a4, so dass

/p(:z:) dox = Zakck, p= chbk.
Q k k

Hinweis: Fiir  sind nur 4 bilineare B-Splines relevant, d.h. k € {—1,0}2.

Losung: (Mirjam Trinkle)
Ziel dieser Aufgabe war es,

/p(x)dx = Z apcr mit p = chbk
Q@ k

k

zu berechnen.
Das Gebiet ist von drei Rédndern I'y,I'5, '3 eingeschlossen. Fiir dieses sind nur die Splines
by, ..., by interessant, alle anderen sind darauf null. Damit ist p gegeben durch

x2 A
bi: (1—X1)(1—X2)
1 b2: x1(1-x2)
bs: (1—X1)X2
ba: x1%2
bs y Xl
1 @ b ®

p(x1, ) = c1b1 (21, T2) + Cobo(x1, T2) + c3b3(x1, T2) + caby(z1, 29).

Wegen der Linearitéit des Integrals und der Integrationsformel, gilt

ak:/bk
Q
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Damit ergibt sich fiir das Integral {iber die B-Splines mit ¢ den Parametrisierungen des Randes

folgendes:
/ bi(x)dx = / By ]
Q |Q‘

— /BlltdtJr/ Bi(1—t,(1—1)*)(=2(1 —t))dt
— /t2(1—(1—t)2)(1—t)

/ng(:c)d:c =
/ng(:c)d:c =
/{lb4(x)dx =

Damit sind die a;’s bestimmt, a; =

(1 —t)dt + /1 —(1—=)*(1— (1 —1)*)(1—t)dt

—
N | —

(1 —t)*(1 —t)dt

B ~—

1
tdt+/ —(1 —t)°dt
0

O\H
N —

| =

1

\)

1 - 1 - L ilt:
5 , a3 = g5 und a4 = 15. Und es gilt:

/<)d_1 IS +1
Qp.T .T—1501 602 6003 Cy
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Aufgabe 38:

Schreiben Sie ein Programm b = bspl_grid(m, n), das die Werte und Ableitungen des bivariaten
B-Splines vom Grad (n,n) auf den Gitterzellen ({1, ¢5) + [0, 1]? and den Punkten ¢+ {1/(2m) :
1/m:1—1/(2m)}? berechnet.

Hinweis: Benutzen Sie ein Auswertungsprogramm b = bspl(¢,n) fiir den univariaten B-Spline,
das die Werte 0"(t;) berechnet. Speichern Sie die berechneten Werte fiir die einzelnen Poly-
nomsegmente in m x m-Matrizen b{j, k}.b, b{j, k}.bx und b{j, k}.by.

Losung: (Alexander Kniehl)

Listing 5: bspl_grid.m
function b=bspl_grid (m,n)

t=[1/(2*%m):1/m:n+1]";
b=bspl(t,n);
db=bspl(t,n—1)—bspl(t—1,n—1);
for kx=1:n+1
Ix=(kx—1)*%m+[1:m];
for ky=1:n+1
ly=(ky—1)*m+[1:m];
b{kx,ky}.b = b(lx)xb(l
b{kx,ky}.bx = db(1lx)*b(
b{kx,ky }.by = b(1x)*xdb(
end
end
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Aufgabe 39:

Sei GU = F das Ritz-Galerkin-System fiir die Poissongleichung —Au = f ([, f = 0) mit
Web-Splines B; fiir homogene Neumann—Randbedingungen. Zeigen Sie, dass die durch die
Richardson-Iteration generierte Folge (U*),

UM = UF 4 (F— GUM/|GI, k=0,1,....

gegen ine Losung U des linearen Gleichungssystems konvergiert. Wie erhélt man eine Losung
U mit ), u; =07

Hinweis: Beachten Sie, dass ker G = span V! mit v} = 1 Vi. Stellen Sie den Anfangsfehler U° —U
als Linearkombination der Eigenvektoren V1 ... V? der Iterationsmatrix S = id —G/||G|| dar.

Losung: ()

o1



Aufgabe 40:
Zeigen Sie, dass die Bilinearform

a(u,v) :/Dgradu gravar/D(agradu)v

auf Hj(D) elliptisch ist, wenn o = sup,.p, ||(a1(2), az(x), .. .)|| hinreichend klein ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Ungleichung von Poincare-Friedrichs, um eine untere Abschéitzung
fiir ||ul|o zu erhalten.

Losung: ()

D2



Ubungsblatt 11

Aufgabe 41:
Bezeichne [py, p1, po] das Dreieck mit Eckpunkten py. Zeigen Sie, dass die Approximation

2
area s s
/ p(z) do ~ M S p(mi), M= (P + Dt imoas) /2,
[po,p1,p2] =0

fiir alle Polynome vom totalen Grad < 2 exakt ist.

Hinweis: Nach Variablensubstitution kann das Standarddreieck mit Eckpunkten (0,0), (1,0),
(0,1) betrachtet werden. Aufgrund der Linearitéit beider Seiten geniigt es dann, die Approxi-
mation fiir die Monome zu testen.

Losung: (Eva Steinbrenner)

area(p ,p ,D2) :
VA / p(r)dr ~ LkaiEe Zp my) mit my = (Pr + Pra1 mod3) /2,
A

also my = (po +p1)/2 = (1/2,0), my = (1/2,1/2) und my = (0,1/2)
ist exakt fiir Polynome vom totalen Grad < 2.

Mit [ f(#)dE = [, f(x) * |det ' (x)|dz, wobei |det ¢ (x)] = 2area(T),
kann man ein Dreieck auf das Standard-Dreieck transformieren.
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Dann ist
plr,y) =a+bxx+cxy+dsay+exr®+ f+y* und

/ bl y)drdy - X [p(mo) + plomy) + plms)] o

/a+b/x+c/y+d/:cy+e/x +f/ 2L1*{ (; O)+p<; ;)+p(o,%)].

Aufgrund der Linearitédt geniigt es, die Terme einzeln zu betrachten:

1 1
a/x:—[a+a+a](:)/1dxdy:—
A 6 A 2

11 1 1
b/xéb*— —+—-|==xb
A 612 2 6
Lol 112 2 1—-1+1 1
@/x:// :L’d;l:dy:/ y+ydy: +/3:_
A o Jo 0 2 2 6
111 1 1
d/:py—d*— — %k —| =d*
612 2 24
1—2y+y 1y 28 ')
<:>/:L’y—// xydxdy—/fydy:§[5—7+z
e :1:2—e>|<1 1—1—1 —e*i
A 64 4] 12
Lol L1 2 1 L R |
2 2 3 4
s | xt = x dxdy:/ <—(1—y))dy—{——(1—y)} = k- = —
/A /0/0 0o \3 3| 4 o 3 4 12

Die weiteren Termen gehen aufgrund der Symmetrie analog. Also ist die Exaktheit fiir Polynome
vom Grad 2 gezeigt.

o4



Aufgabe 42:
Betrachten Sie die Finite-Elemente-Approximation des Randwertproblems

—Au=f, up, =0, 8J_U|1‘1 =0,

mit Hut-Funktionen auf einem durch I'g und I'y begrenzten Kreisring. Wie &dndert sich das
Ritz-Galerkin-System GU = F', wenn die Neumann-Randbedingung durch

Otu+2u=3auf Iy
ersetzt wird und alle Randdreiecke der Triangulierung die Kantenlédnge h haben.

Hinweis: Verwenden Sie die Simpson-Formel fohp = h(p(0)+4p(1/2)+p(1))/6, Gradp < 2, zur
Berechnung der auftretenden Randintegrale.

Losung: (Oliver Zeeb)
Gegeben ist folgendes Randwertproblem auf einem durch 'y und I'y begrenzten Kreisring;:

—Au= f,u=0auf ['y,0tu+2u=3auf I'

Die Bilinearform a(u, v) und das Lineare Funktional A(v) fiir das gegebene Problem lauten (vgl.
Buch S. 79, 6.3: Mixed Problems with Variable Coefficients mit A = I,a9 = 0,a=2,9=3,1' =
Fo,ﬁD\F:Fl):

a(u,v):/gradu-gradv+/ 2uv
D I

= [y [ s

a(B;, Bj) berechnen (da B; und B; Hutfunktionen gilt: grad B;-grad B; = 0):

impson—Forme h 1 2 4
a(Bi,Bi)S P :F l26(12+4(§) +02>2:§h

Fir die Simpson-Formel muss die Hutfunktion dabei an drei Stellen ausgewertet werden:
B;(0) = 1,B;(h/2) = §,Bi(h) = 0 Das hintere ” - 27 kommt daher, dass jeder Punkt auf
dem Rand nach der Triangulierung des Gebiets zwei angrenzende duflere Kanten hat.

h 1\? h
a<BiaBj>:6 <0+4<§) +0> ~2:§

Die Werte p(0),p(h/2),p(h) fir dle Slmpsons-Formel ergeben sich aus: B;(0) = 1, B;(h/2) =
5, Bi(h) = 0; B;(0) = 07B]<h'/2> Bj(h) =1
z.B. p(0) berechnen: p(0) = B;(0) - B (0) =1-0=0;

p(h/2) = (%)2 und p(h) = 0 ergeben sich entsprechend.

rechte Seite:

h 1

Zusammengefasst also:

4

a(Bi, Bz) = —h
3

h

a(Bi,Bj) = g
A(B;) = 3h
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Aufgabe 43:
Schreiben Sie ein Programm, das das Randwertproblem

u =1, u(0)=u'(0)=u(l)=u'(1)=0,

durch Finite-Elemente-Approximation mit quadratischen B-Splines bzvh, k=0,...,1/h — 3,
16st. Vergleichen Sie mit der exakten Losung, indem Sie den maximalen Fehler e, =
maxo<e<1/n |Un(Ch) — u(€h)| logarithmisch plotten.

Hinweis: Die exakte Losung ist ein Polynom vierten Grades.
Losung: (Emine Kaygisiz)

Die exakte Losung des RWPs ist u(z) = 5722 (1 — )%
Schwache Formulierung des RWPs:

/ W'z) - " (z)dw = / v(w)dx

Ritz-Galerkin System aufstellen: GU = F

i :/@bm : @bh,jdf

fi= /b%wdx =h

Die zweite Ableitung eines quadratischen B-Splines ist konstant:

1, € (0,1
&, 1 zeo.L)
i =722 e[l2)
I, z€l2,3
Damit erhélt man durch ausmultiplizieren:
6, =1
1 !
gi,j:ﬁ -4, j=1+%1
1, j=1+2

Falls quadratische B-Splines als Basis gewahlt wird, gilt fiir die angenédherte Losung wy:
up = ([0, ] +[¢, 0])/2

function [eh] = aufgabe43(h)
N = 1/h;

% Exakte Losung:
u=0(x) (((x-1).72).%(x.72)./24);

% Das Ritz-Galerkin System aufstellen:

G = (1/(h"4)) .*x(diag(ones(1,N-2) .%6,0) + diag(ones(1,N-3).x(-4),-1)...
+ diag(ones(1,N-3).%(-4),1) + diag(ones(1,N-4),-2) + diag(ones(1,N-4),2));
F = ones(1,N-2)7;
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% LGS 1losen
c = inv(G) * F;

% angendherte Losung u_h:
uh = [c;0]/2 + [0;c]/2;

% Berechnung des Fehlers an den Stiitzstellen:

for 1 = (1:N-1)

err(l) = abs(uh(1)-u(1lx*h));

end

% maximaler Fehler:
eh = max(err);

[
I

linspace(0,1,length(uh));
linspace(0,1,N);

el
I

% Ausgabe der exakten Losung.
subplot(2,2,1)
plot(x,u(x),’g--")

% Ausgabe der N&dherungslosung.

subplot(2,2,2)
plot(1l,uh,’r--")

% Ausgabe des Fehlers.
subplot(2,2,3)
semilogx(l,err,’b--")

x107°
3
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Aufgabe 44:
Bestimmen Sie die schwache Form des Randwertproblems

A*u=0in D, u=0, (07)%u = f auf oD,
und zeigen Sie die Existenz einer Losung fiir ein Gebiet D mit glattem Rand.

Hinweis: Benutzen Sie, dass aufgrund der Invarianz des Laplace-Operators unter orthogonalen
Koordinatentransformationen die Randbedingungen zu

u=0, Au= f auf 0D,

dquivalent sind. Wenden Sie den Satz von Lax-Milgram an. Zeigen Sie dazu die Koerzivitiat der
Bilinearform im Raum H = {u € H*(D) : traceu = 0} mit Hilfe der Regularititsabschitzung

lell2 = [[Aglfo-

Losung: (Eva Steinbrenner)

Gegeben: A’u=0in D, u=0und (0+)*u = f auf 9D
Aus dem Hinweis folgt u=0, Au = f auf 0D.

Es gilt also:

2
/ Auv = / UpzaraV T 2UggyyV + UyyyyV
D D
__part.Int
— - Ugzz Vg + ua&yyvx + uﬂ:xyvy + uyyyvy
D

— / UpgUzz + UyyUga + UgaVyy + UyyUyy — / Upp&aVz + UyySaly + Uga&yUy + Uyy &y Uy
D oD

— / AulAv — / Uz + Uyy * EgUp + (Ugy + Uyy) * EyUy
D aD

= —/ AulAv — fotv
D Jop .

-~ -~

a(u,v) A(v)

Elliptizitat: Zu zeigen: |a(u,v)| < cl|ul|||v]|

1/2 1/2
[ e < ( / ||Au||2) ( / ||Av||2) — fulslol < [ulllloll
D D D

Koersivitit: Zu zeigen: c.||u|* < a(u,u)

|a(u, v)| =

alu,u) = / Aulo = [|Aul? > cllull
D

o8



Beschranktheit:

c.s 1/2 12 spursatz 1/2
/ footy | < (/ |f|2) * </ |8Lv|2) ' < ¢ (/ |grad v|2) ,
D —~ aD aD aD
—_—

=0z vy
<c
denn /f Iy | < / | £]|v2] +/ | fllvyl
D Y aD aD
=g +Bvy ——

<[lflloop = |lvalloan

<ec Spursatz
<cx|lvzlly, p<clvlia, p
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 45:

Berechnen Sie den Verzerrungstensor e(u) fiir eine radialsymmetrische Verschiebung
u(ay, o2, x3) = p(r)z, 1 = [[z]]2.

Hinweis: 0,1 = x,/r

Losung: (Eva Steinbrenner)
Gesucht ist der Verzerrungstensor e(u) fiir die radialsymmetrische Verschiebung
u(xy, xe, x3) = @(r)x, wobei r = ||x||2 ist. €(u) ist symmetrisch und hat die Form

€11 €12 €13

€(u) = [ €21 €22 €23 | ,wobei fiir die Eintrige gilt:
€31 €32 €33
1 dp O
€j = 5(8iuj + 0ju;) und €; = Oju; = a—f 8—; x; + o(r)
!
o

oder allgemein:

(c(u))ys = 5 (0ot + ) = 3 (Dul o) + 0y o)
- 3@, '

7z

AS)

)SL’]' —+ 2 8i:cj +90 @-xi = ga:ixj -+ 9052J
~~~ ~~ r

{

s+

@ dij dij

+
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Aufgabe 46:
Schreiben Sie ein Programm, das die Blockmatrix

/O'(Bi@) . E(Bkﬂ)
s
fiir die zu einem Tetraeder S gehérenden Hut-Funktionen berechnet.

Hinweis: Die relevanten Hut-Funktionen entsprechen den 4 Ecken P(:,¢) von S. Der Integrand
ist eine Konstante, die sich aus den Gradienten der Hut-Funktionen berechnen lasst.

Losung: (Eva Steinbrenner)

Ok = / AL gk + 11(9:9% * E + g9:)
S

Betrachtet man die Gradienten des Tetraeders, erhélt man zu den 4 Ecken folgende Matrix:

-1 0 0
1 -1 0
M= o 1 -1
0 0 1

Die Matlab-Funktion ldsst sich also wie folgt programmieren:

function G=Dblock(P,\, u)

M= [-1, 0, O0;
17 _17 07
07 17 _17
0, 0, 1fs

V =px M;

g= M xinv(V);

G = zeros(4,4, 3, 3);

fori=1:4 fork=1:4
Giyk,: ) = Axg(io 1) * g(k, )" + px [g(i,2) = g(k, o) * eye(3) + gk, 2) * g(i,:)];
G = G xdet(V)/6;

end
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Aufgabe 47:
Driicken Sie den Verzerrungstensor ¢ durch den Spannungstensor o aus.
Hinweis: Leiten Sie zunéchst eine Beziehung zwischen trace o und tracee her.

Losung: (Mirjam Trankle)
Zur Notation: € :=e(u), 0 := o(u)
Fiir den Spannungstensor o gilt

Ok = A trace € O + 2/ €xy

Also ist
0i; = A trace € +2p €
Damit gilt fiir die Spur des Spannungstensors o

trace 0 = 011+ 022+ 033

= 3\ trace ¢ +2u (61,1 + 92+ 63,3)

trace €

= (34 2u)trace €

trace o
3N+ 2u

Setzt man nun den Ausdruck fiir trace € in die Formel des Spannungstensors ¢ ein und 16st die
Gleichung nach dem Verzerrungstensor ¢ auf erhélt man

& trace € =

trace o
Okl A 3IN+24 5k,l

24

Ekl =
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Aufgabe 48:
Zeigen Sie, dass die Bilinearform

/D £(u) Qstrain £(v)

auf H}(D) x H}(D) koerziv ist.
Hinweis: Aufgrund der Ungleichung von Poincare-Friedrichs konnen Sie als Norm

1/2
‘U‘l = (/ |81U1\2 + \32U1|2 + |81U2\2 + |82U2|2)
D

verwenden. Weiterhin geniigt es, glatte Funktionen zu betrachten (Dichtheitsargument).

Losung: ()
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Ubungsblatt 13

Aufgabe 49:

Schreiben Sie ein Programm, das die Ly-Norm einer durch ihre Werte f(i) an den Eckpunk-
ten p(i,1 : 2) gegebenen Linearkombination von Hut-Funktionen berechnet. Die Dreiecke der
Triangulierung werden dabei durch eine Liste ¢(k,1 : 3) der Eckpunktindizes gespeichert.

Hinweis: Verwenden Sie die Quadraturformel

/Tp _ aregaT S ple)

k~T

mit e, den Kantenmitten des Dreiecks T zur exakten Integration quadratischer Polynome.
Versuchen Sie, eine Schleife zu vermeiden.

Losung: ()
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Aufgabe 50:
Geben Sie eine untere und eine obere Abschéitzung fiir den Rayleigh-Quotienten

cGo
"9="cc

fiir die Ritz-Galerkin Matrix G der Hut-Funktionen-Approximation des Poisson-Problems. Wel-
che Schranke ergibt sich daraus fiir die Kondition von G?

Hinweis: Beachten Sie, dass CGC' = |p|} mit p = Y, ¢;B;. Benutzen Sie die Abschétzungen
zwischen Normen von Hut-Funktionen und deren Koeffizienten sowie die Ungleichung von
Poincare-Friedrichs. Fiir eine symmetrische Matrix ist die Kondition bzgl. der 2-Norm der
Quotient aus goBtem und kleinstem Eigenwert; die Schranke ergibt sich also aus der Min/Max-
Charakterisierung von Eigenwerten.

Losung: (Mirjam Trankle)
Sei uj, = Y. ¢;B; die Approximation des Poisson-Problems. Dann kann der Rayleigh-Quotien
wie folgt bestimmt werden

CtGC
cic
C* ([, grad B; grad By), . C
[tells
J Il grad wy”
lc|”?
Jun 3

e[k

r(C) =

Wegen der Bernstein - Ungleichung gilt |uy|; < ¢ [|C]] und damit
r(C) =<1

Aus der Poincaré - Ungleichung folgt |uplo < co|up|i. Damit kann man r(C) in die andere
Richtung abschétzen:
r(C) = h?

Durch die Abschidtzung des Rayleigh - Quotionenten haben wir ein Abschétzung fiir den
groBten und kleinsten Eigenwert.

Da G symmetrisch ist, kann die Kondition durch den Quotienten von gréffitem und kleinsten
Eigenwert bestimmt werden. Es gilt:

>

cond(G) = " < h?

min

>
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Aufgabe 51:
Zeigen Sie, dass der Lo-Fehler eines bilinearen Spline-Interlanten mit Gitterweite h einer glatten
Funktionen auf [0, 1) die Ordnung O(h?) hat.

Hinweis: Es geniigt, [0, h]? als typische Gitterzelle zu betrachten. Dort ist der bilineare Spline
ein Polynom p(z,y) = a+bx+cy+dzry, das an jeder Ecke interpoliert und auf den 4 Kanten der
Gitterzelle linear ist. Schéitzen Sie zunéchst die partiellen Ableitungen des Fehlers auf geeigneten
Kanten ab, dann den Gradienten des Fehlers auf der gesamten Gitterzelle und schliellich den
Lo-Fehler.

Losung: (Eva Steinbrenner)
Zu zeigen ist, dass der Lo-Fehler ||e|ly = ||u — up||2 die Ordnung O(h?) hat, also

1/2
(/ |e|2> < (area D * (const h2)2)1/2 < ¢h?.
D

Dazu betrachtet man -wie im Hinweis angegeben- eine Gitterzelle der Grie [0, h)%.
Es ist e = 0 an den Ecken und somit existiert nach dem Mittelwertsatz ein 2 € [0, h] auf der
horizontalen Kante, so dass e, = 0. Daraus ergibt sich e, = O(h). Sei p ein linearer Interpolant,
dann gilt

ex(A) = (e; = p)(A) +p(A) = O(h*) + O(h),

da €4y = Ugy, beschrinkt ist. Also folgt: grad e = O(h).

Dieses Argument kann nun nicht wieder verwendet werden, denn e, # u,,, da die gemischten
Terme nicht verschwinden.
Stattdessen gilt: |e(x,y) — €(0,0) | = grad e(&, p) * (x — 0,y — 0) = O(h?).

\/_/ J -~ )

-~

=0 O(h) O(h)
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Aufgabe 52:

Konstruieren Sie duale Funktionen \; zu den Hut-Funktionen B; auf einer Triangulierung aus
gleichseitigen Dreiecken mit Seitenldnge h. Wihlen Sie \; als stiickweise lineare Funktion, die
nur auf dem Tréger von B; nicht null ist.

Hinweis: Machen Sie einen symmetrischen Ansatz, d.h. \; hat den Wert o am Eckpunkt p; und
die Werte 3 an den 6 benachbarten Eckpunkten. Verwenden Sie die Quadraturformel

[

k~T

mit e, den Kantenmitten des Dreiecks T' zur exakten Integration quadratischer Polynome.

Losung: (Emine Kaygisiz)

By,
Fiir duale Funktionen muss gelten (\;, By) = 0; 4, d.h.
Hinweis . area(T) a+p 1
1 — . p, i ) 9. .z 1
/ A B 0 3 ( 2 2) (1)
Hinweis CLT’GCL(T) o+ /8 1 1
- ;B T g .z .z 9
o= [ (2525 8e5) @)
Mit A := area(T) = %2\/3
Qo=_3. I}
o, -1 ) 3
:ﬁ_—2-A und somit a=57
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