EmN WURFEL MIT EINBESCHRIEBENEM | ETRAEDER,
DAS |KOSAEDER UND DAS DODEKAEDER

Markus Stroppel

Ein Polyeder (d.h.: die konvexeiile einer endlichen Punktmenge im dreidimensionalen eu-
klidischen RaumiE) heil3tregular vom Typ (0, k), wenn alle seine Seite@afthen regel@fige
n-Ecke sind und jede Ecke Seitenfachen gebrt.

Es ist sehr leicht (etwa durch Angabe in Koordinaten), r&gukorper anzugeben, bei denen die
Anzahl der Seitenfichen einen der Werte 4 (Typ,®: so genanntdetraedej, 6 (Typ (4 3):
Hexaederbzw. Wirfe) oder 8 (Typ (34): Oktaede) annimmt. Im Folgenden sollen — mit
Hilfe elementarer Gruppentheorie — regitd Korper konstruiert werden, bei denen Anzahl der
Seitenfachen 12 (Typ (33): Dodekaederoder 20 (Typ (35): Ikosaede) betiagt. Die Namen
dieser Korper sind von den griechischen Naméndie jeweilige Anzahl der lchen abgeleitet.

Wer sich fir die regelnaBigen Kirper interessiert, findet Lesenswertes zum Beispiel im 39. K
pitel des schnen Buchs von H.S.M. &kter [4], oder in Chapter 12 bei M. i&aEr [3]. Viele
der scldnen lllustrationen, die in [3] reproduziert werden, staannaus deniuberausastheti-
schen Band von H. WL [10]. SchlieRlich darf hier das klassische Werk von EeiK [8] nicht
unernahnt bleiben.

Eine elementargeometrische Konstruktion des Dodekadotelst man schon bei Euklid (im
Buch X), vgl. [2] 29.4. Ziel dieser Notizen ist es, erste Ertaigen und Kenntnissger Gruppen
und Gruppenwirkungen anzuwenden und damit dibzun.

1. GRUPPENTHEORETISCHE V ORBEREITUNGEN.

Die folgenden Argumente sollten auf der Grundlage erstéahEungen mit Gruppentheorie
zuganglich sein. Alles (und weit mehr), was midoer Gruppen hier braucht, findet man im Lehr-
buch von K. Meyeera [9] oder im Standardwerk von B.dteerT [7] in hoffentlich ausreichender
Breite dargestellt.
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Wir betrachten Untergruppen der Gruppealler eigentlichen euklidischen Bewegungen (Dre-
hungen um beliebige Achsen sowie Translationen)&obie Multiplikation von Elementer, 8
dieser Gruppe wird durch Nebeneinanderschreiben bezsieiB(x) = a(B(X)).

Sei A eine endliche Menge von Punkten des dreidimensionalendggdtien Raumeg. Mit B,
werde die Menge all der eigentlichen Bewegungen bezeictigetlie MengeA invariant lassen.
DaBj das Neutralelement id und mit je zwei Elementen auch dereduRt und die Inversen
enthalt, bildet B} eine Untergruppe der Gruppe aller euklidischen Bewegungenachst ist
nicht klar, ob man den Ursprung so legen kann, dass er vam&leenenten vo}, fixiert wird?.
Dies liefert jedoch das erste Lemma:

1.1 Lemma. Fir jede endliche Teilmeng& vonE gilt:

(a) Jedes Element vasi, fixiert denSchwerpunkim, := ﬁ >veaV.

(b) Fixiert ein Elemeng € By aulSer dem Schwerpunkty noch zwei Punkte,y € |E derart,
dassx — ma undy — mu linear unabB&ngig sind, so gilg =

(c) Ist A nicht in einer Geraden enthalten, so ist die Wirkung BgraufA treu (d.h. nur die
Identitat fixiert alle Punkte vo).

Beweis: Jede euklidische Bewegupgst eine dfine Abbildung, &sst sich also darstellen in der
Formpg = (v - A(V) + w), wobei A eine lineare Abbildung und ein fester Translationsvektor
ist. Fir my ergibt sich

B(Ma)

ﬁ(%Zv] A(Iil Zv]+w {|A| Z/l(v)]+w

veA
|A|Z A(Y) + W =|A|Zﬁ()

VeA VveA

Dag € Bj eine Bijektion der Mengd induziert, ist damit die erste Aussage bewiesen.

Jedes Element vasy, fixiert my, ist also eine Drehung um eine Achse, die durglgeht. Fixiert
B € B, den Punki € E \ {ma}, so ist die Achse festgelegt als Verbindungsgeradewound x.
Fixiert 8 auf3erdem einen Punikderart, dass — my undy — my linear unabBngig sind, so sind
die entsprechenden Verbindungsgeraden verschieden.iizige Drehung mit mehr als einer
Achse ist die Identét: Damit ist auch die zweite Aussage bewiesen. Die letztesAge folgt
direkt aus der zweiten. O

Fur jede Untergruppe der euklidischen Bewegungsgruppe und jeden PuriktE bezeich-
net®, = {(,o € CD| o(X) = x} die Standgruppe. Ordnet man der Nebenklagbg den Punkt
¢(X) zu, so erlt man bekanntlich eine Bijektion va®/®d, auf die Bahnd(x); vgl. [9] 2.1.5
oder [7] 5.10. Insbesondere gilt:

/o, ] = o¢]. ®

Wir werden diese Tatsache im Folgenden wiederholt verwende

!Dies ratte den Vorzug, dass alle Elemente Bjndann durcHineare Abbildungen beschrieben werden.
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1.2 KoroLLAR. SindXx,y € A so gevahlt, dassx — my undy — my linear unab&ngig sind, so gilt
B3l < Il |{ze Al Ix— 2l = Ix- i}

Beweis: Die Bahn vony unter der Standgruppe vonin Bj ist enthalten in der MengK :=
{z € A| IXx—2| =|Ix— y||}. Daher folgt (mit Aussagex])

Bal @)y 1B = BRI - | B/ (g2, |- 1B

BAO| - [BW)| - Jlid)| < [BAM|-IKI < IA-IKI,

wie behauptet. O

BA

1.3 KoroLLAR. Fiir|A| = 4 gilt |B+A| < 12, wennA nicht in einer Geraden enthalten ist. O

Im Folgenden wird die Meng@ stets so geahlt sein, dass der Schwerpumikt mit dem Ur-
sprung des Koordinatensystems zusami@éniDadurch wird auch erreicht, dass die Gruppe
B eine Untergruppe der Drehgruppe s8(aller Drehungen mit Achsen durch den Ursprung)
bildet, deren Elemente leicht durch Matrizen beschrieberden knnen.

Ab jetzt wird ein kartesisches Koordinatensystem gelivund beibehalten, und lineare Abbil-
dungen werden béglich der zugebirigen Basis mit Matrizen beschrieben.

2. Das TETRAEDER UND DAS HEXAEDER.

Wir beschreiben ein (regeki®iges) Tetraeder als Bafinunter einer geeigneten Untergrupfpe
der Bewegungsgruppe. Dabei erhalten wir gleich eine BedulirgivonBs;.

1 -1 0 O 0 01
Essei s:i=| 1 und o:=| 0 -1 0], ¢6:=|1 O O].

1 0O 0 1 010

Man sieht leicht, dass- und § das Tetraedef := {s, 0'(8),60'(8),520'(5)} in sich Uberfihren.
Damit liegt die vono- undé erzeugte Gruppe iBZX; diese Gruppen stimmen sogarerein:

2.1 RroposiTion. Die vono und ¢ erzeugte Untergrupp® ;= ({o, 6})g .,z der Matrizen-Gruppe
GL3R hatl2 Elemente. Genauer gilt:
a(s)

5, o6, oo, 520671,

id, o, o606t 820672,
82, 062, 606, 60

620 (9)

id, o, 6062 6%,
0, 00, o0, 6%0 6%, .
8%, 062, 606, &%

5M

Dies sind genau die eigentlichen Bewegungen des dreidioreaiein euklidischen Raumes, die
das TetraedeF invariant lassen. Mit anderen Worten: Es @ilt B;.
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Beweis: In der Tat sind dies 12 verschiedene Drehungen, diflalwariant lassen. Andererseits
entralt A hochstens 12 Elemente; vgl. 1.3. O

2.2 Lemma. (@) Die Elemente, o6, 6o haben Ordnung.
(b) Die GruppéeA wird erzeugt von den Elementérundoéo.
(c) EsgiltA = Alt(4).

Beweis: Man rechnet einfach nach, dasssf® = id. Das Elementréo = 060! hat dieselbe
Ordnung wies. Wegen id= (06)° gilt o = 7! = §(c60)5 € (S, 060 )Lk - Damit gilt A <
(6,060 .k, die umgekehrte Inklusion isti@nsichtlich.

Nach 1.1(c) wirkt die Gruppa treu auf der 4-elementigen Mengg ist also isomorph zu einer
Untergruppe von Sym(4). Unter jedem solchen Isomorphisrergens undoéo auf Elemente
der Gruppe Alt(4) abgebildet (weil sie Ordnung 3 haben). Déegt auch das Bild vorA als
Erzeugnis dieser Bilder in Alt(4). Wegéft| = 12 = |Alt(4)] folgt jetzt die Behauptung. O

2.3 KoroLLAR. Der einzige nicht triviale Normalteiler voA ist © := {id, o, 6562, 6°06}. Alle
Elemente vorA ~. © haben Ordnun§.

Beweis: Dieses Ergebnis folgt zwar auch direkt aus der Struktur &oa Alt(4), wir nutzen
hier aber die geometrische Realisieruiigéinen direkten Beweis. Datransitiv auf der Menge
T operiert (sonst &itte nach dem Beweis von 1.2 die Gruppeveniger als 12 Elemente), sind
je zwei Standgruppen von Elementen vbmn A zueinander konjugiert: In der Tat giff,x =
alat. Jede dieser Standgruppen [f5#|T| = 3 Elemente. Die Standgruppe vemnthalt mit

6 auchsé? unde® = id, fallt also mit dem Erzeugnis vahzusammen.

Je zwei dieser Standgruppen schneiden sich trivial, weil&erimzahl ist. Die Gruppa entralt
also wenigstens 4(3 — 1) = 8 Elemente der Ordnung 3. Qrer hinaus gibt es nur noch die 4
Elemente vor©. Man rechnet leicht nach, dagseine Untergruppe ist. Da diese Untergruppe
neben dem Neutralelement genau die Elemente der Ordnunpdterst sie normal.

Enthalt ein NormalteileN von A ein Element der Ordnung 3, so ist dieses konjugierd ader
zu 62. Damit entlalt N die Elementes und céo = oéo~1. Daraus folgtN = A, siehe 2.2(b).
Enthalt dagegem kein Element der Ordnung 3, so Ntin © enthalten. O

2.4 RropositioN. Der Whirfel W := T U =T wird von A und auf3erdem noch von der Drehung
0 -10
v=l1 0 O
0 0 1

invariant gelassen — und damit von allé® Elementen der NebenklasgA. Die Teilmenge
.= AU yA vonBj, hat24 Elemente. Es gilf = Bj,.

Beweis: Nur die Behauptung, dagk;, nicht gidl3er ald™ sei, ist nicht éfensichtlich. Wir wen-
den 1.2 ausund—-o(s) an: Es ist

{ze W] lIs- 4| = lIs+ o(9)ll} = {-o(9). ~60(S). ~6°c(3)}

und damit|B,| < 8- 3 = |I. Wegen der fiensichtlichen Inklusioi™ c By, folgt damit die
behauptete Gleichheit. O



WOURrreL & Co. 5

2.5 RroposiTioN. Es gilt By, = Sym(4)

Beweis: Wir werden verwenden, dass bei jeder Drehung Eigenvektoueverschiedenen Ei-
genwerten zueinander senkrecht stehen. Die Gragpeirkt auf der 4-elementigen Menge der
Raum-Diagonalen des tiffels. Dies liefert einen Homomorphismuysvon By, nach Sym(4).
Um einzusehen, dags injektiv ist, nehmen wir an, dass im Kern vgnein Elementa # id
liegt. Dann sinds, o(S) unddo(s) Eigenvektoren vor, und zwar zu Eigenwerten vom Betrag 1.
Wegen detr = 1 missten zwei dieser Eigenwerte negativ sein. Die so entstieh&bbildunge

ist aber keine Drehung, weil die Eigémme nicht zueinander orthogonal sind.

Damit haben wir nachgewiesen, dassin injektiver Homomorphismus ist, wegésy, | = 24 =
|ISym(4) ist s auch surjektiv. O

Nur vergleichsweise wenige Punkte des euklidischen Rausdesnhnicht triviale Standgruppe

in A: Es sind dies gerade die Punkte auf den Raumdiagonalen deglgV(also den Geraden
SR, o (9)R, d0(S)R und §%c(S)R) sowie die Punkte auf den Koordinatenachsen (denn diese 7
Geraden bilden die Achsen der nicht trivialen Elemente AbrAul3er diesen hat jeder Pungt

in E eine BahmM\(p) mit 12 Elementen.

3. Das |KOSAEDER.

0
Nun betrachten wir den Purtkt a:=| t fur t:= 1 +2\/§ .
1
Die BahnA(a) besteht aus den Punkten
0 1 t
a=|t| b:i=|0][=6@), c:=|1]=d%a),
1 t 0

0 —t -1

d:= [ t ] = 6%06(a), e:= [ 1 ] = ’c(a), f:= [ 0 ] =co6(a), sowie
-1 0 t

—-a=606%(a), —b = 6%06%(@), —c = 06%(a), —d = o(a), —e = 606(a), —f = 60 (a).

Um die geometrische Gestalt der Bafi(a) zu verstehen, bestimmen wir die Aetle||x — V||
zwischen Punkterx,y € A(a). Dat eine Nullstelle des Polynomx? — X — 1 ist, gelten die
Beziehunge® =t +1, t+ 1) =3t+2und ¢ - 1> = -t + 2.

Diese Beobachtung erleichtert die Rechnungen, mit denen marinthalt folgender Tabelle
verifiziert:

2Wer sich fragt, wie man darauf kommt, den Pualgerade auf diese Art zuahlen, findet Lesenswertes bei
M. Berger [3] 12.5.5.3.
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lla— x| X € A(a) lla— (=x)II” —-X € A(a)
0 id@@ | 4>+4=4t+8 d06°(a)
1+t2+(1-t)2=4 5(a) | 1+ t2 + (t+ 1)? = 4% | 6%06%(a)
t2+(t-1°%+1=4 0%@) |2+ (L+1)2+1=4t?| o06%a)
4 6%06(a) 4t2 o(a)
2+ (t-1P2+1=4| 6%0@) |2+ (1L+1)2+1=4t2| 606(a)
1+t2+(1-t)2=4| o6@) | 1+t2+(t+12=42| o0(a)

- DO QO O T 99X

3.1 Lemma. Firallex e {b,c,d,e, f} gilt:
la=x|I=2 wund |-a-X|=la- (=Xl =2t 0

Wir schlie3en aus 3.1, dass die PunktmeRge {b, c,d, e, f} im SchnittkreisK zweier Splren
mit Mittelpunkten beia bzw —a und damit in einer zaR senkrecht stehenden Ebelig liegt.
Ebenso liegt die Punktmengéd- in einer zuaR senkrecht stehenden Ebefg-. Da jeder Punkt
ausF in der BahnA(a) von a unter einer aus abstandstreuen Abbildungen bestehendgp&r
liegt, kommen unter den Aldhden zwischen Punkten vdh nur die Werte 0, 2 undt2vor
(die MengeF enthalt keine Paare zueinander entgegengesetzter Punkt®) i&reis K liegt,
haben lbichstens zwei Punkte afisvon b den Abstand 2, unddthstens zwei den Abstand. 2
Dies liefert, dass genau zwei Punkte &usbstand 2 vorb haben. Analoges giliiir die anderen
Punkte inF. Damit erhalten wir, dass die Elemente Joals eine Kettdd = X, X1, X2, X3, X4, X5 =
b derart angeordnet werdehneri, dass @ir alle j € {0, 1, 2, 3, 4} gilt: IXj — Xjall = 2. Weil F
in einem Kreis enthalten ist, zeigt dies:

Die MengeF bildet ein regelra3iges Enfeck in der Ebengg.

Da der Mittelpunkt diesesithfecks gerade der Mittelpunkt des Kreigesnd damit der Schnitt-
punkt der Eben&r mit der (zuEg senkrechten) GeradeR ist, bleibtF unter jeder Einfteldre-
hung mit AchseaR invariant. Entsprechendes giltrfdie Menge-F. Wir erhalten also:

Die Gruppe aller Drehungen des euklidischen Raumes, die dhie8@) invariant lassen, enéft
neben der MengA auch eine Enfteldrehungp.

Nach dem Satz von Lagrange teilen sowohEL\| als auch 5= ord(y) die Ordnung der Gruppe
Ba@- ES gilt aIso|Bz(a)| > 60. Aus 1.2 ergibt sich andererseits

Biw| < 18@) - |{z€ A@)] lla- 2 = la- bl = 2}| = 12- |F| = 60.
Damit haben wir bewiesen:

3.2 RrorosiTion. Die Gruppe all der eigentlichen Bewegungen, (@) invariant lassen, h&0
Elemente. Sie wird erzeugt von der Merigeé, ¢}, oder auch vofioéo, 6, ¢}. OJ

3In der Tatisth, c, d, e, f, b eine solche Kette.
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Es bleibt noch festzustellen, dass die PunktA(a) tatsachlich die Ecken eines regehfdigen
Korpers bilden. Dies folgt bereits daraus, dAssuf dieser Punktmenge transitiv wirkt (und aus
Bewegungen besteht). Die GrupBg, leistet noch wesentlich mehr:

3.3 RoposiTion. Die GruppeBZ(a) wirkt jeweils transitiv auf jeder der folgenden Mengen:

(@) E:=Aa),
(b) K> :={(xy) € E?| Ix-yl =2}, & :={ixylcE|(xy) ek},
© D:={xy. 2 cE|Ix-ylI=lly-2l=llz-XI=2}.

Beweis: Nach Konstruktion WirkBZ(a) aufE, und schon die Untergrupgewirkt transitiv aufE.

Als Untergruppe der Bewegungsgruppe wﬂﬂa) damit auch auf den Mengeki~, K und D.

Um einzusehen, das&g(a) transitiv aufK™ wirkt, betrachten wir ein beliebiges Paa¢ y) in
%> und suchen ein Element V@Y, das &, y) auf (@ b) abbildet. Dazu benutzen wir zuerst
die Transitiviait der Wirkung auk: Es gibt alsax € Br@ mit a(X) = a. Dann gilt|jla — a(y)|| =
le(X)—a(y)ll = [IX-Y|| = 2 und deswegea(y) € F. Eine geeignete Poteg# der Funfteldrehung
¢ bildet alsoa(y) aufb ab. Wegenp(a) = a leistet das Element®a e Bra das Gewnschte.
Transitivitat aufk folgt sofort aus der Transitivat auf%™.

Sei jetzt{x,y,z} € D. Wegen der schon bewiesenen Transiivauf %~ gibt es ein Element
B € By mit 8(X) = aundpB(y) = b. Dann ist abep(2) ein Element vor, das auch vor
Abstand 2 hat. Es gibt genau zwei solche Elemerémlithc und f (wie man leicht ausrechnet).
Eine geeignete Potenz deirfteldrehungp bildet jetzt noch{a, b, f} auf{a, c, b} ab, falls rdtig.

O

Die GruppeB; wirkt Ubrigensnichttransitiv auf der Menge
D" = {(xy.2 € E}| Ix-yl =lly- 2l = llz— x| = 2|

der (geordneten) Dreiecke, weil durch Drehungen um denrungpder Orientierungssinn eines
Dreiecks nicht gandert werden kann — alse, {, ¢) nicht auf @, ¢, b) abgebildet werden kann.

3.4 Derinition. Die konvexe Hille 7 der Punktmeng& = A(a) heil3tlkosaeder Die Gruppe
B heildtlkosaeder-Gruppewir schreiben ab jet#; := B ,.

Wer ein Modell des Ikosaeders herstelleadahte, kann den folgenden Schnittbogen verwenden:

BB
AL A AL
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Nach 3.3 ist das lkosaeddr in der Kugel mit Radiuglal| =
Vi2+1l = Vi+2 = 1/% einbeschrieben: Die Ecken liegen

auf dem Rand dieser Kugel. Die Kantenmengeles Ikosaeders
besteht aus den Verbindungsstrecken zwischen Eckpunkien m
malen Abstands. Die Begrenzungsthen des Ikosaeders sind di
zwanzig Dreiecks#chen, die jeweils durch Elemente v®ndefi-
niert werden. Jedes der zug@eigen Dreiecke ist gleichseitig, und
wegen der Transitivitt vonB? getort jede Ecke zu gleich vielen

(namlich 5) Seitenfichen. Also gilt:

3.5 Suaz. Das Ikosaeder ist ein regelra3iger Korper, und zwar vom Ty[8, 5). OJ

4. Das DopeEKAEDER UND DAS OKTAEDER.

4.1 BemerkUNG. Hat man ein regeléfliges Ikosaeder erst einmal konstruiert, s@krmnan ein
regelnmaBiges Dodekaeder mitgeliefert: Man betrachtet die Mebge= {mD| D € Dt aller
Schwerpunkte der Seiten des Ikosaeders. Die konvéle HA* dieser Punktmenge heiBobde-
kaeder Weil die Ikosaeder-Gruppe transitiv afif wirkt, bildet auch die Meng®* eine Bahn
unterB;. Paare minimalen Abstands #)* getbren zu Paaren von Seiten des Ikosaeders, die
eine Kante gemeinsam haben. Transiéivider GruppeB; auf der MengeX aller Kanten des
Ikosaeders impliziert damit Transitigit auf der Menge aller Kanten des Dodekaeders.

Jede Eckex des lkosaeders gélt zu 5 Fhchen, die von
einer 5-Sylow-Grupp&, der lkosaeder-Gruppe zyklisch
permutiert werden. Entsprechend bilden die Schwerpunk-
te dieser Fhchen eine BahB, von 5 Punkten unte®,.

Da alle Elemente der zyklischen Grupipg eine gemein-
same Achse haben, lied, in einer Ebene, und bildet
ein regelnalBiges Enfeck. Auch die konvexe tlle 7* der
PunktmengeD* ist also ein regel@f3iger Korper, und zwar
vom Typ (5 3).

Das Dodekaeder hat 20 Ecken (entsprechend den Seiten-
flachen des lkosaeders) und 12 Seiten (entsprechend den
Ecken des Ikosaeders).

Die Anzahl der Kanten stimnitberein: Es sind jeweils 30.

4.2 BemerkUNG. Eine geeignete Auswahl von Ecken des Dodekaeders werdegleich als
Eckenmenge eines tivfel erkennen. Zur Veranschaulichung diesegrigls auf dem Dodeka-
eder mag das Schnittbogen-Modell dienen:
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Der Schwerpunkin = %(a+ b + c) des Dreiecksg, b, c) €

P ist eine Ecke des Dodekaeders. Seine Bahn unter der
Tetraeder-Grupp@d\ ist die Menge%T, bildet also die
Eckenmenge eines regaiffigen Tetraeders, das alis
durch Skalierung entsteht. Zusammen mit der Bahn des
Schwerpunkts-mdes Dreiecks<{a, —b—, —c), der auch ei-

ne Ecke des Dodekaeders bildet, erhalten wir denféV
%W. Von einem solchen \ffel ausgehend hat Euklid das
Dodekaeder konstruiert; vgl. [2] 29.4.

Analog zu 4.1 erllt manubrigens ein (regeléafdiges)Okta-
eder.

Die Ecken sind die Schwerpunkte der Seiten einésféls.

Das Oktaeder, das aus dem oben betrachtetérfaMW auf
diese Weise entsteht, hat eine besonders einfache Dars
lung: Es ist die konvexe tlle W* der Menge aller Standard-
Basisvektoren und deren Inversen.

tel-

Jedes Oktaeder hat 6 Ecken, 8 Seiten und 12 Kanten. Es liegt

ein regelnal3iger Korper vom Typ (34) vor.
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5. DEeR IsoMORPHIE-TYP DER |KOSAEDER-(GRUPPE.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Ikosa€deppe isomorph ist zur alternie-
renden Gruppe Alt(5). Neben der Paraliizur Tatsache, dass die Tetraeder-Gruppe zu Alt(4)
isomorph ist (siehe 2.2), ist dies vor allem deshalb insaet weil die Gruppe Alt(5) eineinfa-

che Gruppéist. Einen direkten und an der Anschauung orientierten Bedei Einfachheit der
Ikosaeder-Gruppe gibt Artmann in [1].

5.1 Saz. Die Ikosaeder-Gruppe ist isomorph &li(5).

Beweis: Um eine Wirkung auf einer 5-elementigen Menge (und damgreidfomomorphismus
von B7 nach Sym(5)) zu finden, betrachten wir zum Schluss wiedeTel@aede = A(s). Auf

der MengefF = {,8(T)| B e B}} aller Bilder vonT unter der Ikosaeder-Gruppe wirkt letztere
natirlich transitiv. Wir wissen aus 2.1, dass die StandgruppeTve ¥ mit A zusammerdlit.

Also gilt |7 = 'B}/A‘ =b5.

Die Wirkung auff liefert einen Homomorphismug: B; — Sym(5). Die Element®, céo
und ¢ haben jeweils ungerade Ordnung, werden yoaiso in die alternierende Gruppe Alt(5)
abgebildet. WegeB; = (A U {¢})gr = (6, 060, ¢)g g Gilt auchy(BT) < Alt(5).

Nun bleibt zu zeigen, dass bijektiv ist. WegenB7| = 60 = |Alt(5)| gertigt es, die Injektiviat
nachzuweisen. Jedes Element des Kerns fixiert jedenfalEle@ament von¥, und liegt deshalb
in By = A. Damit wird klar, dass der Kern vop ein Normalteiler vomA ist. Jeder nicht triviale
Normalteiler vonA enthalt die 2-Sylow-Grupp®, siehe 2.3.

Ware der Kern vony nicht trivial, so wirdeo zum Kern vony getbren. Dann giltoe!(T) =
¢!(T), alsop log! € B = A, fur jede ganze Zahj € Z. Dies bedeutet, dass die ganze Bahn
{ga‘jm,pj | je Z} in der normalen 2-Sylow-Grupp@ von A enthalten ist. Weib- die Achse von

@ nicht fest Bsst, giltocp # ¢o, und die Bahn ist nicht trivial. Da abgp)| = 5 eine Primzahl ist,
hat diese Bahn diednge 5. Dies geht nicht, wedl Uberhaupt nur vier Elemente hat. O

5.2 BemerkuUNGEN. Das Ikosaeder endiit insgesamt 10 solche Tetraeder; diese bilden zwei Bah-
nen unteB7. Die Punktspiegelung am Schwerpunkt \bifusioniert die Bahnen.

Es gibtubrigens gerade 5 tlichkeiten, dem Dodekaeder wie in 4.2 einenifél einzube-
schreiben: Die Eckenmenge eines solcheirfdls bekommt man als Vereinigung der Ecken-
menge eines der eben betrachteten Tetraeder mit deren Baiddar Punktspiegelung am Schwer-
punkt. Die Wirkung der Ikosaeder-Gruppe auf dieser 5-efgigen Menge knnte man ebenfalls
benutzen, um einen Isomorphismus auf Alt(5) zu konstraiere

5.3 BemerkunGg. Man konnte die Gruppe Alt(5) auch schon daran erkennen, dasosidrei
Elementen, «, A der Ordnungen 2, 3 bzw. 5 erzeugt wird, die den Relatiohens® = 1° = id
und A = w geriigen; siehe [6], [5] 6.4 oder auch [7] 19.9. In unserem Falirken wir. .= o
undA := ¢ wahlen, dann findet manin der Menge[goiésgo‘j | se{1,2},je{1,23, 4}}.

4Das heil3t: AuRefid} und Alt(5) hat die Gruppe Alt(5) keine Normalteiler. In deatTst Alt(5) die kleinste unter
den nicht kommutativen einfachen Gruppen.
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6. BEiN WORT ZUR ABSCHRECKUNG.

Wer lieber mit Matrizen rechnen@chte, darf gern einmal versuchen, die Matiikéine Rinftel-
drehung um die AchsaR aufzustellen. Das geht etwa so, dass man eimgt€ldrehung
c -s O 0
p=ls ¢ O um die Achse | 0 [R
0O 0 1 1

mit der Drehung

1 Vvt+2 0 O
= 0 1t
Vi+2

0 -t 1

konjugiert (wobei eine der Nullstellen vonX? + 2X — 1 unds = + V1 — ¢ ist):
Dann istapa! ein Kandidat @r ¢.

7. SPIEGELUNGEN.

Wir haben in 2.1, 2.4 und 3.2 die GruppBp, By, = By,. undB; = B, = B;,. bestimmt. Um
die GrupperBr, Bw = Bw- undB; = Ba@ = Bp- zu versteheniiberlegt man sich zdéchst,
dass|Bx/B;| < 2 fur jede TeilmengeX des euklidischen Raumes gilt: In der Tatist. B* ja
die Menge all der Bewegungen, die die Orientierung des Raumé&shren. Weil das Produkt
orientierungsumkehrender Abbildungen die Orientierungder erlalt, hatB§, in Bx hochstens
noch eine Nebenklasse aulBsr.

Nach dieser Bemerkung gégt es, @ir X € {T, W A(a)} jeweils ein Elementry € Bx \ B}
anzugeben: Dann gix = B} U oxB;. Offenbar haben

010
or:={1 00 UndO'W:—id:O'A(a)
0 01
die verlangten Eigenschaften. Wegderx) = {id, ox} gilt jeweils Bx = (ox)B.

7.1 Sz, Es gilt

Br (o)A = Sym(4),
Bw = (-id)By, = Z/p7 x Sym(4)
und Baa = (—id)Bpp = Z/27, x Alt(5).
Beweis: Die Wirkung der GruppeéBt auf der 4-elementigen Menge liefert einen Gruppen-
Homomorphismug: Bt — Sym(4). DaB+ aus linearen Abbildungen besteht uh@ine Basis

fur R® entralt, ist id das einzige Element vd) das alle Punkte iff fixiert. Also isty injektiv,
und wegenBr| = 2 - |B| = 24 = |[Sym(4) auch surjektiv.
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Sei jetztX € {W.A(a)}. Die Gruppe(ox) = (—id) ist isomorph zuZ/27 . Weil —id mit jedem
Element vonB;, (sogar mit jedem Element von GR) vertauscht, ist die durchx(e,) = of
definierte Abbildung:x: (—id) x B}, — Bx ein Gruppen-Homomorphismusffénbar isfux sur-
jektiv, und (aus Ordnungsgnden) damit auch injektiv. Nach 2.4 und 5.1 @, = Sym(4) und
Ba@ = Alt(5), und der Beweis ist vollgindig. OJ

Es giltibrigens auclrr € By, man dnnte also auchry, durchot ersetzen. &r das Versindnis
der Struktur der GruppByy ist aberoy = —id viel gunstiger.
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